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Uvod

1  Uvod

1.1 Cile

Tento modul vénovany teorii namahani prutl navazuje na prvni modul
z tficlené fady vénované predmétu Pruznost a pevnost.

Cilem tohoto modulu — teorie naméhani priitu je seznamit studenty se Ctyfmi
zakladnimi pfipady namahani pfimého prutu. Jednd se o tah a tlak, smyk, ohyb
a krouceni. Na inzenyrskych ptedpokladech odvozené zékladni vztahy pro na-
péti a pomérnou deformaci a posun a pootoceni priifezu, slouzi pro nadvrh na-
vrhem a posouzenim prifezu prutu. Student zisk4 piedstavu o namahani prutd,
kterou uplatni v odbornych predmétech pii navrhu a posouzeni konstrukei
z riznych materidll. Znalosti ziskané jsou nezbytné pro studium tetiho modu-
lu, ktery je vénovan slozenym ptipadiim namahani prutd véetné stability.

1.2 Pozadované znalosti

Pro zdarné pochopeni uvedené latky je nutno vychdzet ze znalosti ziskanych
v predmétu Zaklady stavebni mechaniky. Je nutno ovladat feSeni staticky urci-
tych nosnikd, tj. stanoveni podporovych reakci a priabéht vnitinich sil véetné
korektniho stanoveni jejich smyslu a sestaveni obrazcii jejich prabeht. Dale je
vacnosti a polomért setrvacnosti. Umét aplikovat znalosti na vypocet prifezo-
vych charakteristik jednoduchych a slozenych prufezi. S jistotou se orientovat
v tabulkach (rozliSovat spravné veli¢iny k pfisluSnym osam, korektn& pievadét
rozmeéry atd.)

1.3  Doba potirebna ke studiu

Studijni text fakticky v rozsahu padesati stran je rozdélen na Ctyii zékladni
kapitoly, které se 1i8i jak rozsahem, tak hlavné naro¢nosti. Kapitolu vénovanou
tahu a tlaku mtZze dobfe pfipaveny student (Ctenaf) samostatné nastudovat
béhem 32 hodin studia. Kapitolu vénovanou smyku zvladnem prakticky béhem
vénované ohybu mu zabere kolem 64 hodin. Cas potiebny pro studium kapitoly
vénované krouceni je asi 16 hodin. Doba potifebnd pro samostatné studium
doplitkové literatury neni zapoctena.

1.4 Klicova slova
Tah, tlak, smyk, ohyb, krouceni, napéti, deformace, zkoseni, posunuti, prithyb,

pootoceni, dimenzovani, prafezovy modul, prafezové charakteristiky v krouce-
ni.

&
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2 Prehled probrané latky potiebné pro dalsi
studium

21  Uvod

Velké mnozstvi inzenyrskych konstrukci obsahuje ¢asti (komponenty, prvky
konstrukei) jejichz rozméry ve dvou smérech jsou vyrazné¢ mensi ve srovnani
s rozméry ve tfetim sméru. Tyto komponenty jsou nazyvany obecné pruty, ac-
koliv jsou dale pojmenovany podle zptisobu piendseni zatizeni nebo podle kon-
struk¢niho uspotadéani. Naptiklad jsou-li tyto pruty namahany na tah, tak je
nazyvame tahla, jsou-li namahany na tlak potom hovotime o vzpérach nebo o
sloupech. Pfi¢cné naméahany prut se nazyva nosnik atd. V ptipadé uspotradani
napiiklad spojenim tahel a vzpér lze vytvoftit ptihradovou konstrukei. Nosnik
vetknuty na jedné stran¢ piicné zatizeny se nazyva konzolou a tentyZ prut na-
mahany na tlak sloupem (je-li orientovan svisle).

Konstrukce kompletné sestavené z nosnikil se nazyvaji ramy a ty se dale ¢leni
podle dimenze na rovinné a prostorové.

Tato ¢ast (modul) bude pojednéavat pouze o ptimych prutech, viz obr. 1.1.

priifez v poloze x  téZistni osa

X .
WJ
z /

model prutu s definovanymi prufezovymi charakteristikami

Obr. 2.1 - Prut v prostoru

2.2 Priifezové charakteristiky

Y Z-Z

Obr. 2.2 — Hlavni centralni osy prufezu
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2.2.1 Statické momenty plochy - prvni momenty plochy

Uvazujme libovolny priifez prutu a dvé ortogonalni osy y a z prochazejici t€zis-
tém. Smér os muze byt libovolny, av§ak vodorovny smér osy y a svisly smér
osy z dolt ptfinadsi dvé vyhody pfi analyze pruti: (1) prahyby prutu jsou vétsi-
nou svisle smérem dold, a jsou kladné ve sméru osy z; (2) kladny moment ko-
lem osy y vyvoléava tah ve spodnich vldknech prutu, a tedy kladné hodnoty na-
péti v bodech s kladnou soutadnici z. Staticky moment plochy prufezu k ose y,
respektive k ose z je definovan témito vztahy

U, =jsz, U, =jydA. 2.1)
A A
Vyrazy pro vypocet soutfadnic tézist¢ C(y;, z;) prufezu lze zapsat takto:
U U,
= z , Zt = 2'2
Y= y (2.2)

2.2.2 Momenty setrva¢nosti — druhé momenty plochy
Momenty setrvacnosti se déli na momenty setrvacnosti vztazené k osam - 0so-
vé momenty setrvacnosti a k bodu (pdlu) — polarni momenty setrvacnosti.

Moment setrvacnosti /,, k ose z je definovan jako soucet ¢lenil ziskanych néso-
benim jednotlivych elementl d4 plochy 4 a jim odpovidajicim vzdalenostem z
v druhé mocning od osy y. Tedy:

I, = j Z%dA . (2.3)

A

Obdobné
I = j V2dA. (2.4)
A

Moment setrvacnosti /,. k ose y a zaroven k ose z je nazyvan deviacnim mo-
mentem setrvacnosti a definovan takto:

I, = j yzdA, (2.5)
A

kde y a z jsou vzdalenosti jednotlivych elementl d4 plochy 4 od os z a y.

Polarni moment setrvacnosti 7, k bodu osy x prifezu je definovan takto:

I, = erdA. (2.6)

A

Vzhledem ke vztahu r*=(y’+z%)

1,=[(?+z2)a=1,+1.. @.7)

A

Je-1i osa y’ paralelni s t€ZiStni osou y a od ni vzdélend o ¢, potom

I,=1,+Ac*. (2.8)
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Uvedena rovnice je znama pod nazvem teorém o paralelnich osach nebo také
Steinerova véta. Tento teorém dovoluje vycislovat momenty setrvacnosti pri-
fezl slozitého tvaru, a to tak, Ze prafez se rozd¢li na fadu jednoduchych ploch
A, jejichz vlastni momenty setrvacnosti jsou zndmé. Je-li ¢, vzdalenost t&ézist
jednotlivych ploch od osy y potom plati:

1, =31, +4¢2). 2.9)

e

2.2.3 Transformace momenti setrvacnosti pri pootoceni sou-
radnic

Uvazujme novy pooto€eny tézistni systém os, ktery je pootocen proti sméru

hodinovych ruc¢ic¢ek vii¢i pivodnimu systému o thel o, viz obr. 2.2.

I, =%(Iy +1. )+%(]y -1, )cos(Za)—Iyz Sin(2a), (2.10)
1=, +1,)-1(1, - 1.)cos(2a)+ 1, sin(2r), (2.11)
1, = %(Iy —1, )sin(2a)+ I, cos(2a). (2.12)

Pro jistou orientaci os y” a z” deviatni moment setrvacnosti /. je roven nule.

Pti oznaceni téchto soutadnic Y a Z, potom Iy a I; se nazyvaji hlavnimi mo-
menty setrvacnosti prifezu a osy Y a Z jsou hlavnimi osami.

Pozndmka: Momenty setrvacnosti rovinného obrazce k hlavnim osdm procha-

2%

- Yy - ! X

\J
zZ Z

Obr. 2.3 — Kladny soutfadny systém a kladny smér pootaceni soutadnic

2.2.4 Poloméry setrvacnosti

Polomér setrvacnosti k ose y i, resp. k ose z i. rovinného obrazce se ur¢i pomo-
ci momentu setrvacnosti k piisluSnym osam 1, I. a plochy prirezu 4 pomoci
vztahil

i, =4 i=.|=. (2.13)
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2.3 Vnitini sily a jejich pribéhy

F 1
l Wq A l P B
- L a  |lLa
a
) 5] 4 51 L
z V_ /’T’f ® —1
e i o fLza
L
f _
(M) ME T3 a(L-a)
@ T 1
L

Obr. 2.5 — Prabéhy vnitinich sil v rovin€ a pii¢inkové cary

2.4 Diferencialni podminky rovnovahy

q
dM |
~ M, M, +( de de
o V. V (%}dx
v i

Obr. 2.6 — Diferencialni podminky rovnovahy

Diferencidlni podminky rovnovéhy pfimého prutu v roviné xz, které plati mezi
sloZkami vnitinich sil a vnéjSim spojitym zatizenim nosniku lze zapsat ve tvaru
dN dv am
L =p, —=—q, —=V+m. (2.14)
dx dx dx
V ptipadé prostoroveé zatizeného primeého prutu, ktery je umistén v pravotoc¢ivé
soustaveé soufadnic xyz, kde osa x je totozna se stiednici prutu a osy y resp.
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z jsou centralnimi osami setrvacnosti prurezu, tj. t€ziStni osy prufezu, lze dife-
rencidlni podminky rovnovahy zapsat ve tvaru

dN

- = _nv
dx ’
av, -
dx 7
av.
dx q.

2.5 Vyslednice napéti

Napéti plsobici v libovolném prifezu silové namahaného prutu je

dT
=
dx
dMy
=V..
dx
dM . _y
dx 7

Obr. 2.7 — Slozky napéti

reprezentovano jejich vyslednicemi, viz niZze uvedena tabulka.

Vyslednice

Osova sila N

Ohybovy moment kolem osy y M,

Ohybovy moment kolem osy z M,

Pfi¢n4 sila ve sméru osy y V,,

Pti¢na sila ve sméru osy z V,

Kroutici moment T

Definujici rovnice

N:IGdi.
A
M, =[ozdd.
A
M, :—IO'xydA.
A

V,=|7,dA.

i C—

V. :jrxsz.
A
T=I(ruy—rwz)dA.

A

(2.15)

obycejné

(2.16)
(2.17)
(2.18)
(2.19)
(2.20)

2.21)

Uvedené vztahy vyjadiuji podminky statické ekvivalence vnittnich sil

v prufezu prutu.

2.6 Zakladni pripady namahani prutu

Chovani prutu je ovlivnéno pribéhem vnitinich sil ménicich se podél prutu.
V obecném piipadé silové plisobeni lze popsat pribéhy Sesti vnitinich sil.
V zévislosti na pusobicim zatizeni a uloZeni prutu mohou nékteré vnitini sily
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namahat prut vyrazné vice nez ostatni vnitini sily. Potom sily majici maly vliv
na naméhani prutu mohou byt zanedbany. V krajnim piipad¢ lze naméhani
prutu rozdélit na ¢tyti zakladni ptfipady namahani, a to podle jediné prevladajici
vnitini sily. Podle povahy ptisobeni 1ze namahani prutu rozdélit na:

prosty tah a tlak — vznikajici pi1 puasobeni normalové sily A,
prosty smyk — vznikajici pii ptisobeni posouvajici sily V,
prosty ohyb — vznikajici pti ptisobeni ohybového momentu M,
prosté krouceni — vznika pii ptisobeni krouticiho momentu 7.

Uvedené piipady lze nazvat zédkladnimi a jejich kombinaci vznikaji nckteré
specialné definované piipady slozeného naméhani. O téchto kombinacich bude
pojednano v modulu 3.

- 11 (64) -
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3 Tah a tlak

3.1 Napéti pri osovém tahu a tlaku

Prosty tah resp. tlak nastane u pfimého prutu pouze tehdy, kdyz jedinou nenu-
lovou slozkou vnitinich sil prutu je normdlova sila N, tedy N #0 a vSechny
ostatni slozky vyslednice vnitinich sil jsou rovny nule. Je-li normélova sila
N> 0, podle zavedené konvence se jednd o tah, v opacném piipad¢ je-li N <0
o tlak.

< | A-A
- —AH | —e= = — [
x 0sa prutu Vv C { =0, = 7
<l N z o
z Urovinné fezy napéti v fezu A

Obr. 3.1 — Tazeny prut a normalové napéti v prutu

Vzhledem k symetrii soustavy v urc¢ité¢ vzdalenosti od mista ptilozené¢ho zati-
zeni lze predpokladat:

1. Ze prufezy se nekiivi, zistavaji rovinné a kolmé ke stfednicové ose i
po deformaci prutu (Bernoulliova hypotéza)

2. ze podélna ,,vldkna“ na sebe vzajemné ,,netlaci®.

Z prvniho predpokladu vyplyva, ze nedochazi ke zkoseni priiezu yi, = . =0
a tedy smykova napéti 7, a 7. jsou rovna nule. V disledku rovnobé&znosti jed-
notlivych prufezil 1ze popsat jejich podélné premisténi jedinou funkci posunuti
u(x). Vzhledem k tomu, Ze priifezy jsou rovinné, potom i pomérné deformace
v kazdém bod¢ fezu jsou konstantni. Vlastnost materidlu prutu je popisovana
modulem pruznosti materidlu £. Vztah mezi napétim a deformaci lze vyjadrfit
pomoci fyzikalni rovnice oy = Eg,, kde o; je normalové napéti a v tomto pitipa-
d¢ opét konstantni v prifezu. Na zakladé predpokladu, ze podélna ,,vlakna“ na
sebe vzajemné ,,netla¢i” je mozné definovat, Ze normalové napéti o, a o tj.
nap¢ti v rovinach kolmych k prutu se rovnaji nule.

Z vyse uvedeného vyplyva, ze v ptipadé prostého tlaku ze Sesti slozek vektoru
napéti se uplatni pouze normalové napéti o, # 0. Tento stav napjatosti byva
nazyvan jednoosou (pfimkovou) napjatosti.

Napéti v prifezu prutu musi splilovat podminky statické ekvivalence vnitinich
sil. Podminky, které obsahuji smykova napéti (jez jsou rovny nule) jsou splné-
ny identicky, nebot’ vyslednice V, = V. = T = 0. Zbyvajici tfi rovnice, ve kte-
rych se vyskytuje normalové napéti 1ze zapsat ve tvaru

N:Iadi = O'X'fdA =0, 4,
A A

M, =[ozdd=0 [2d4=0,
A A

-12(64) -



Tah a tlak

M. =—[o yid=~c [yd4=0.
A A

Vzhledem k tomu, Ze statické momenty U, a U. k t¢ZiStnim osdm y a z jsou
rovny nule. Potom ve vySe uvedenych rovnicich ohybové momenty M, a M.
jsou taktéz rovny nule, nebot’ vyrazy Isz a I vdA v uvedenych rovnicich

A A
ptredstavuji statické momenty k tézistnim osam y a z.

Vztah pro vypocet normalového napéti o, v prufezu prutu v poloze x lze urcit
z prvni rovnice
N
o, =—.
A

X

(3.1)

Poznamky k vypoctu normalového napéti od ohybu
Pruty proménného prifezu:

V ptipad€ pozvolné zmény priifezu plati a Ize pouzit pro vypocet normalového
napéti o, vyse uvedené vztahy. Vlastni rozdéleni normalového napéti po priie-
zu se blizi konstantnimu rozdéleni. Dochazi v§ak ke vzniku smykovych napéti,
ktera nenabyvaji velkych hodnot.

Pruty s nidhlou zménou priifezu

V ptipad€é nahlé zmény prifezu (otvor, vrub, zizeni) jiz neplati Bernoulliho
predpoklad o zachovani rovinnosti prifezu. V nejvice oslabenych mistech je
napéti rozdéleno silné nerovnomérné. Vypocet maximalni hodnoty napéti lze
provést pomoci soucinitele koncentrace napéti £ (zavisi na geometrii prvku) a
oslabené plochy prifezu 4, .

3.3 Pretvoreni podélné namahaného prutu

zména prufezu
od sily F' (tah)

‘ M
[ | N
X ‘/Th'A:‘ I YL flﬁ[
— W — =
” r
z [
e x ] b
| [ Al
detail M [
dx' |-
| u+du z
AJ | B zmena prafezu od
A _ _.B zmeény teploty
it AT>0
L ax |
| dx-u|

Obr.3.2 — Protazeni prutu

™
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[«

[+

Funkce posunuti priifezu a jeji derivace
Znéme-li funkci posunuti prifezu u(x) tahem namahaného nosniku, potom mu-
zeme dopocitat jak deformace, tak i napéti v prutu zname-li patfiéné zavislosti.

Je diilezité definovat vztah mezi funkci posunuti #(x) a funkcemi pomérné de-
formace &, & a & () =)= = )iz = 0). Je-li v misté x funkce posunuti u(x), po-
tom v misté x+dx funkce u(x+dx) = u(x) + du(x), viz obr. 3.2 . Délka ptvodni
elementérni ¢asti prutu dx se zméni na dx =dx+du.

Pomérna deformace

. = dx’ —dx _ dx+du—dx _ﬂ
* dx dx dx

(3.2)

Derivaci funkce posunuti u(x) ziskame pomérnou deformaci &(x) = konst.
Vzhledem ke vztahu o, = E¢, miizeme pro proménny priufez zapsat
du _o(x)  N(x)

& T E  E@Ax)

(3.3)

Tato rovnice se nazyva diferencidlni rovnice tazeného prutu. Integraci rovnice
ziskame rovnici pro vypocet posunuti

_ Nk
u(x)=| EAG) dx+C, (3.4)

kde, C je integracni konstanta, kterou lze urcit z okrajovych podminek.

V ptipad¢ zatiZzeni prutu stalého prifezu osovou silou N dochéazi k délkovému
prodlouzeni vSech jeho elementl dx, coz se projevuje posunutim jednotlivych
prifezl. Relativni vzéjemnou zménu polohy prifezli v souradném systému x
1ze vyjadtit takto

_N=% N(x, —x,)

u(x,)—u(x,) = Iaxdx = I&dx =— fldx R (3.5)

EA ;
Pro prut délky /, kde pocatek prutu odpovida soufadnici x;=0 a konec prutu
soutfadnici x,=/, potom plati vztah vyjadiujici celkové jeho prodlouzeni, ¢i
zkréaceni

NI
Al =u(x,)—u(x,) R (3.6)
V tomto vztahu vyraz
d= L (3.7)
EA '

se nazyvd poddajnost prutu vtahu respektive vtlaku a inverzni hodnota
k prutova tuhost prutu v tahu respektive v tlaku.

EA
Tuhost prutu v tahu, resp.tlaku & 1ze definovat jako silu potfebnou k protazeni,
zkraceni prutu o jednotkovou délku.

Vratme se opét k obrazku 3.2, ze kterého je patrné, ze vlivem puasobici norma-
lové¢ sily nastane zména pti¢nych rozmért.
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Koeficient vyjadiujici pomér piicné deformace k podélné se nazyva soucinitel
pti¢né kontrakce, nebo také Poissoniv soucinitel v. Tedy plati

(3.9)

Pti¢né zkraceni ve svislém sméru obdélnikového prutfezu pti tahu se da vycislit
ze vztahu

o,  Nh

Ah=h'"—-h=h-&.=—h-v —-v—. (3.10)
E EA
Obdobn¢ ve vodorovném sméru
Ab=b'—b=b-s. =—b-v T =y N0 3.11)
E EA

Je zndmo, Ze zména teploty vyvolava zménu rozméri téles. V piipadé Ze se
teplota zméni v celém prutu stejné (rovnomérné otepleni ¢i ochlazeni), potom
celkové prodlouzeni prutu se da vyjadrit ze vztahu

l ]
Al=[g dx=[a, ATdx=a, ATI, (3.12)
0 0

kde, ar je soucinitel teplotni roztaznosti materidlu a A7 rovnomérna zména
teploty.

3.4 Dimenzovani prutu namahaného prostym
tahem a tlakem

Posouzeni konstrukci se provadi na zékladé teorie meznich stavil, a to z hledis-
ka meznich stavili #znosnosti a z hlediska meznich stavl pouZitelnosti. U pruti
namahanych tahem resp. tlakem se provadi zejména posouzeni na uinosnost.
Posouzeni na pouzitelnost neni ve vétSiné piipadli nutné provadet, jelikoz dél-
kové zmény prutl jsou zpravidla mensi nez maximalni pfipustné hodnoty.

V ptipadé prutlh naméahanych tlakovou silou je nutné pii vypoctu predpokladat,
Ze ztrata inosnosti je vyvolana ztratou stability, a proto je nutné tyto pruty po-
suzovat na vzpér. Posouzeni na prosty tlak bez zahrnuti vzpéru lze provést
pouze u masivnich relativné kratkych prutt.

Posouzeni spoc¢iva v porovnani vypoctenych napéti s pfipustnymi napétimi
popt. vypoctenych normélovych sil s normalovymi silami na mezi inosnosti.

Jednim z kritérii mezniho stavu nosnosti je piekrofeni pevnosti materialu.
V tomto ptipad¢ je nutno posoudit, napiiklad u oceli, zda-li napéti nepiekracuje
navrhovou pevnost materidlu. Hodnota nadvrhové pevnosti f; se urcuje ze vzta-
hu

Ja=fd v, (3.13)

kde fx je charakteristickd hodnota pevnostni veli¢iny (meze kluzu f, nebo pev-
nosti v tahu f,) a 7y je dil¢i soucinitel spolehlivosti materialu. Naptiklad u dre-
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va se zavadi jest¢ soucinitel zahrnujici délku trvani zatizeni a vlhkosti dieva
kmoa, kterym se hodnota navrhové pevnosti obvykle snizuje.

Z hlediska spolehlivosti pfi meznim stavu tinosnosti musi byt konstrukce navr-
Zena tak, aby byla splnéna podminka:

mSa SRy, (3.14)

kde S, je ucinek extrémniho navrhového zatizeni, R; je navrhova inosnost a ¥,
je soucinitel ucelu konstrukce. Z hlediska lepsiho pochopeni bude navrh a po-
souzeni jednotlivych prvka konstrukci vychazet z hodnot napéti a ne, jak se
pfevazné u stavebnich konstrukci provadi, z hodnot vnitinich sil (3.14), a to
jeste zjednoduseng.

Navrh a posouzeni tazeného (tla¢eného) prutu

Pfi navrhu definujeme z jakého materialu bude konstrukce zhotovena a ur¢ime
minimalni prafezovou plochu ze vztahu

4 >N (3.15)

min
d

kde f; je hodnota navrhové pevnosti v tahu (tlaku). Na zaklad¢ ziskané mini-
malni plochy Amin navrhneme prakticky ptfipustné rozméry priifezu a provede-
me posouzeni.

Pti posouzeni pouzijeme vztah
N
O-:ZSfd' (3.16)

Priklad:

Navrhnéte priifezy prutl konstrukce zvedaku (prut 1 a 2) umoZiujici zvedat
bfemeno P = 20 kN. Prut 1 predstavuje ocelové tahlo kruhového prufezu a prut
2 dfevénou vzpéru ¢tvercového priifezu. Déle urcete pro uvedené zatizeni po-
suv bodu b.

1,0 m . 1,0 m

3

y 2P

rostlé direvo

Obr.3.3 — Schéma jednoduché konstrukce Obr. 3.4 — Statické vypoctové
schéma
Materidlové vlastnosti konstrukce:
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Ocel f = 235 MPa, = 1,15, E, = 2,1-10" Pa=210 GPa. Pro ocel navrhova
pevnost

1, _ S 25 =204,3 MPa.

7y LIS
Dievo rostlé (borovice, tfidy SI) — charakteristickd pevnost v tlaku f.ox =
20 MPa, n, = 1,45, kyoa = 0,8, Ey =1- 10'° Pa =10 GPa. Potom navrhova pev-
nost dieva v tlaku

S 20
=k_ .-~ =0,8-—""—=1103MPa.
.fc,O,d mod 145

yM >

ReSeni:
Staticka urcitost: Zavedeni kloubu v misté uchyceni a vychazi z uvahy, ze
ocelova ty€ prendsi ucinky pouze v tahu, ohybové je mekka a tedy neni schop-
na prenaSet momenty. Obdobné i v misté¢ b. Dfevéna opéra v misté ¢ je evi-
dentné kloubové ulozena. Timto ziskame statické schéma, viz obr. 3.4, odpovi-
dajici jednoduché prihradoving. Statickd urcitost se ur¢i napt. 2x3 —2 — 4 = 0.
Konstrukce je staticky urcita.
Vypocet osovych sil:

S vyuzitim dvou podminek rovnovahy

SF,=0= N, sina+2P=0,

2F,=0 = N;sina—2Pcosa =0

ziskame osové sily

2P

sina

N,=2P, N, =—

Obr. 3.5 — Vnitini sily v prutech
Po dosazeni ¢iselnych hodnot

2P

N, =2P=40kN, N, = ——
Smo

=-56,57kN

a osova sila v zavésu

N, =2P=40kN.

Navrh prufezu prutu 1

S vyuzitim navrhového vzorce — tazena ocelova ty¢

3
1a=ﬂsfd = 4, zﬂzLoézl,%mo*‘ m’® =195,79 mm?.
4 £, 2043-10

2 44
Kruhovy prifez 4, :ﬂj: = d =,|— =1578mm,
r

Navrhnemed,,, =16 mm (' 4, = 201,06 mm”*).

Posouzeni priifezu prutu 1

-17 (64) -



Teorie namahani pruti

| 40-10°

o=————=1989-10° =198,9 MPa< 204,3 MPa.
201,06-10

Navrh priiezu prutu 2

o N, _5657-10°

) 2 = —=5128-10" m* =5128,73 mm’.
froa 11,0310

Ctvercovy prifez a = /4, = 71,6 mm,

=80 mm, 4, = 6400 mm>,

ana’v

, __ —5657-10°

o= — =-8,839-10° =|-9|MPa< 11,3 MPa.
640010

Protoze pomér — = 17,7 < 20, Ize zanedbat vzpér u tlacené¢ho dievéného prutu.
a

Vypocet posunuti bodu b

Alz b /\/
s \Na
’ Al iy
Obr. 3.6 - Prodlouzeni prutii 1 a 2 Obr. 3.7 — Posunuti bodu b

Prodlouzeni prutu 1 v zavislosti na slozkach posunuti A/, =u,
Prodlouzeni prutu 2 v zavislosti na slozkach posunuti A/, =u_cosa—u, sina

ReSenim vySe uvedenych rovnic ziskdme slozky posunuti u =Al a

1
u, = (Al cosa — Al )—
sina
3
ap =i A0N0L g 47 10 m= 0,947 mm,
EA4 21-100-201,06-10"
3
AL = N,l, -56,57-10" -1 1’4142=—1,25-10‘3m= 1,25 mm,

" E,A,  1-10'°-6400-10°°

Vodorovné posunuti #_=0,947 mm.

Svislé posunuti u, = 0,947 —(—1,25)

- = 2,714 mm.

sin 45
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Obr. 3.8 - Zobrazeni planu posunuti uzlu b v zavislosti na prodlouzeni uzli
Celkové posunuti u = \u’ +u’ = 2,874 mm.

3.5 Kontrolni otazky

1. Za jakych podminek je prut namahéan prostym tahem nebo tlakem ?

2. Jaké je rozdeleni napéti po prifezu pfi namahani prostym tahem nebo
tlakem ?

3. Na kterych veli€¢inach zavisi tuhost prutu v tahu, resp. v tlaku ?
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4 Prosty smyk

4.1 Napéti pri prostém smyku

Prosty smyk prutu je charakterizovan tim, ze v libovolném jeho priifezu piisobi
pouze posouvajici sila (ostatni slozky vnitinich sil jsou nulové), coz u redlnych
konstrukcich je piipadem zcela vyjimeénym. Z hlediska napjatosti v bod¢, o
prostém ¢i Cistém smyku hovofime tehdy, kdyz v tomto bod€ prolozime tii
navzajem kolmé roviny tak, aby na nich nepiisobila zadna slozka normélovych
napéti, ale pouze slozky smykovych napéti. Obvykle vysta¢ime s rovinnou
ulohou, kdy je nenulova jen jedna z dvojic vzdjemné si rovnych smykovych
napéti. Pfi prostém (Cistém) smyku nevznikaji podélné (objemové) deformace,
ale tvarové deformace — zména uhld mezi rovinami — zkoseni, fidici se Hooko-
vym zadkonem. Abychom ziskali v celém nosniku (viz. obr. 4.1) pouze smyko-
vé napéti, je nutno tento nosnik zatizit tecnym zatizenim na vSech okrajich
nosniku. Jedna se o ryze teoreticky piipad zatiZeni.

dr— = — ==C
z-h,r
]{ﬂ.q__¢ X *ééz}_ T, =T, | q y EI
av = == g — =] A ) z
b
TR R, |H‘
‘ [

Obr. 4.1 — Prosty nosnik zatizeny pouze smykovym zatiZenim
Z momentové podminky rovnovahy napf. k bodu b ziskame
—R,l—qlh+qhl=0,2¢e R, =0.
Potom, 1R, =0 a H,=0.
Posouvajici sila a ohybovy moment v prifezu x je potom dan vztahy
V.=V.(x)=—gh,
M, =M (x)=—qhx+2 "o
, =M \x)=—qhx qxz— .
V tomto pfipad¢ v pficnych fezech nevznikaji normalova napéti a ve vSech
bodech nosniku existuje stav prostého (Cistého) smyku. Hodnota smykového
napéti je dana vztahem

=z, (4.1)

kde A = bh je plocha prufezu. Napéti po prirezu je konstantni.

S vySe uvedenym zplsobem zatizeni se prakticky u bézné¢ zatizenych nosnika
nesetkavame. V béznych ptipadech se prakticky vzdy soucasné vyskytuje i
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normalové napéti, bud’ od tahu (tlaku), ¢i ohybu. V piipadé ohybanych prutt se
jedna o smyk za ohybu, u kterého se prib¢h smykové napéti po prifezu tidi
jinym piesn¢j$im vztahem.

V disledku smykového namahani mize u konstrukénich prvki dojit k poruseni
usmyknutim (stithem). Tedy hovoiime o namahéni na stih, pfi kterém rozd¢-
leni napéti ve sledovaném prifezu se pocita zjednodusené podle vztahu (4.1).

Jde ptedevsim o navrh a posouzeni spoji u ocelovych a dfevénych konstrukci.
U ocelovych konstrukci se uvedené teorie vyuziva pii nadvrhu a posouzeni ny-
tovanych, Sroubovanych a svarovanych spojti. Obdobné¢ jako u ocelovych kon-
strukei se u dfevénych konstrukei obdobné posuzuji spoje zhlavi tramt, hmoz-
diky, atd. 1 betonovych a zdénych konstrukci. Zjednodusené lze 1 posoudit
unosnost smykoveé namahanych zdénych a betonovych konstruketi.

Piiklad: @

h, =200 mm
. [5=200 mm

h, =300 mm
_ _5=200 mm

Obr. 4.2 - Spojeni prvkl krovu

Navrhnéte a posud’te spojeni prvkll krovu, viz obr. 4.2. Osova sila N =60kN
a thel a=30°. Dievo pouZité na konstrukci je borovice. Navrhova pevnost pro
smykové  spoje  pfi  zatizeni  pusobicim ve  sméru  vldken

Sox 2,4
=k .L:O,S. >
fv,d mod 145

7/M >

=132MPa a ndvrhova pevnost v tlaku f.oq =

11,3 MPa.

Postup FeSeni:

Ze statickych podminek rovno-
vahy ziskame

N, =N,cosa =5196 kN .

V,=N,sina=-30kN.

Konec vaznice je namahan vodo-

rovnou silou o
Obr. 4.3 - Statické schéma

N, =51,96kN. .

Délku x definujici oblast mozné- ——

ho usmyknuti uré¢ime upravou /—*ﬂ - ——/y
vztahu x

Obr. 4.4 - Plocha usmyknuti
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N
To =— =£vad = 1,32 MPa.
A b,x ’

odst

N,  5196-10°

Potom x > = :
bfv,d 0,2-1,32-10

=0,196 m =200 mm,

navrhneme x = 300 mm.

Déle je nutno urcit hloubku zafezu, tak aby nedoslo k vymacknuti v misté vo-
dorovného ptisobeni vzpéry.

Nutnou plochu vzdorujici otlac¢eni uréime ze vztahu

a=7N2 < fooa = Ay 2 N, )
Amz fc,o,d
51,96-10°

Po ¢iselném dosazeni 4 , >

o ~=4,71-10" m’ =4710 mm’.
11,03-10

Sitka priifezu je dana, potom hloubka zéafezu

b 200

Navrhneme y = 30 mm.

4.2 Smykové deformace

Pii vypoctu fady prvka konstrukei se velmi Casto setkavame s ptipadem rovin-
né napjatosti, kdy na ¢tyfech stranach pravouhlého elementarniho prvku ptisobi
pouze smykové napéti, viz obr. 4.5. Jak bylo uvedeno vySe jedna se o prosty
(Cisty) smyk v roviné. Sledujme deformaci prvku abcd, obr. 4.5 . ProtoZe na
prvek neplisobi normalové napéti, potom prvek podél stran se neméni.
Z obrazku je patrno, Ze diagonala ac ve sméru x’ se prodluZzuje a diagonala db
ve sméru y’ se zkracuje. Potom ¢tverec se méni na kosoctverec.

Y
Adx T xld—y/2
B i B
//&\
=,
S y
Z
P
\ dx *
Obr. 4.5 — Rovinny piipad smyku Obr. 4.6 — Deformace elemen-
na elementarnim prvku tarniho prvku

Tedy deformace vznikajici od prostého smyku je charakterizovana zménou
uhli. Lepsi pfedstavu o deformaci prvku lze ziskat, kdyz jednu ze stran prvku
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uchytime neposuvng, viz obr. 4.6. Maly uhel y= Zbab,, o ktery je zménén pu-
vodni pravy uhel je nazyvan uhlem smyku neboli relativnim smykem. Plati
vztah

Adx
tgy =—. (4.2)
dy
Pro maly uhel y lze zapsat gy =y . Potom
Adx
y=—. (4.3)
dy

Pro tplnost uvedeme znéni Hookova zédkona ve smyku

y= é nebo 7 =Gy, (4.4)

kde G je modul pruznosti ve smyku.

V ptipad€ izotropniho materidlu je materidl popsan dvémi konstantami £, v,
potom tfeti materidlova konstanta G musi byt kombinaci téchto konstant. Na
zékladé obecnych vztahl mezi napétim a deformacemi, z geometrickych vzta-
hi, 1ze nalézt tuto zavislost
E
G=——. (4.5)
2(1+v)

Dale uved'me vztah pro pfemisténi strany vzhledem k protilehlé od plsobeni
prostého smyku. Oznac¢me plochu stény d4 a vyslednici smykové sily
dV = tdA a vzdalenost mezi uvedenymi stranami dy, potom plati

T dVdy
y Adx=ydy=—dy=—-=.(4.6
As ) yay=cd = (4.6)
(4
M - Pro prvek kone¢nych rozméra, viz
- [ - obr. 4.7, miZeme zapsat vztah

53
S \)Ef____ | m:%, (4.7)
7L
T X nazyvany Hookav zakon pro abso-
Ir | lutni smyk.

Obr. 4.7 — Smykové deformace na
prvku kone¢nych rozméra

4.3 Poznamka k dimenzovani Sroubovych a ny-
tovych spoju
Podle poctu rovin, ve kterych je diik Sroubu (nytu) namahany smykem se rozli-
Suji spoje:
a) jednostfizné,

b) dvojstiizné,
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¢) vicestfizné.
Néavrh a posouzeni Sroubu
1. inosnost Sroubu
Pti vypoctech se predpokladd, ze vSechny Srouby se podileji stejnou mérou na

prenosu vnéjsi plisobici sily F. Potom smykova sila V', piipadajici na prifezo-
vou plochu jednoho Sroubu je
_F

nk’
kde k je pocet Sroubii a n je pocet smykovych rovin jednoho Sroubu. Smykové
napéti v diiku Sroubu o priiméru Dy, je rovno
" 4F

= : 4.9
A, nkaD} (%2)

Vi (4.8)

T

Je-1i zndma pevnost Sroubu ve smyku 7,, potom tnosnost jednoho Sroubu na
smykovou silu Vyp 1ze urcit ze vztahu

Vi, =n4,z,. (4.10)

2. posouzeni na otlaceni

Sily ptisobici na diik Sroubu se prenaseji tlakem na stény otvoru a opacné. Pro-
toZe pevnost materidlu Sroubu je vzdy uvazovana vyssi nez spojované¢ho mate-
ridlu, je nutno posoudit tento material na otlaceni. Pod otlacenim se piedstavu-
jeme plastickou deformaci v mistech kontaktu. Pii vypoctech se nerovnomérné
rozdéleni namahani na otlaceni nahrazuje rovnomérnym normalovym napétim
pusobici na nahradni plose 4, = D,t, kde D, je primér valcové oblasti kontaktu
(Ize uvazovat D, = D) a t je tloustka plechu. Potom vztah pro vypocet napéti
na otlac¢eni ma tvar
F

o= 411
otl kaZl‘, ( )

kde X¢; je soucet tlousték plecht (spojovacich materiala), které jsou otlacovany
v jednom sméru.

3. posouzeni na tah v misté oslabeného priirezu

Normélové napéti ve spojovacich prveich se urcuje v fezu, v misté oslabeni
otvory pro Srouby. Toto napéti se urci ze vztahu
F F
U = =
osl )
A, t(b—mD,)

[N

(4.13)

kde m je podet Sroubovych otvorii v fadé. Unosnost prvku v misté oslabeni
otvory je

N,=o0,,-4,,=0,,-t(lb—mD,). (4.14)

osl ~ “Losl

V ptipadé¢ svarl se opét provadi posouzeni na stiih. Urcuje se smykova plocha
a timto odpovidajici inosnost spoje.
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4.4 Kontrolni otazky

Jakych hodnot dosahuji normalova napéti pti prostém smyku ?

Jaké je rozdéleni smykovych napéti na obdélnikovém prurezu pii na-
mahani prostym smykem ?

Vysvétlete jaky je vztah mezi modulem pruznosti v tahu a ve smyku ?

25 (64) -



Teorie namahani pruti

5 Ohyb nosniki

5.1 Napéti v ohybanych nosnicich
5.1.1 Normalova napéti pri ohybu

Je-li prut pficné zatizen vznikaji v ném ohybové momenty a obvykle také po-
souvajici sily. Soucasné dochazi také k jeho ohybu. Stfednice prutu se kiivi a
ma pfi rovinném ohybu tvar rovinné kiivky. Pfi prostorovém ohybu tvar pro-
storové kiivky. Takovyto prut je velmi Casto nazyvan ohybanym nosnikem,
zkracené nosnikem.

Obr. 5.1 — Rovinnost prifezu pii prostém ohybu

V dal$im textu je pozornost soustfedéna na rovinny ohyb. V ptipad¢ rovinného
ohybu putsobici zatizeni vCetné reakci lezi v jedné z hlavnich rovin prutu tj.
rovin, které jsou ur¢eny centralnimi osami priifezu a osou prutu nebo jsou k ni
symetrické. Pro rovinny ptipad ohybu v roving xz plati

N=V,=0aM, =M _=0. (5.1)
Jesté jednodusi ptipad je predstavuje prosty (Cisty) ohyb, kdy posouvajici sily

V. =0, a jedinou slozkou pulsobici v prifezu je ohybovy moment M,, viz
obr. 5.2, kde je vyznacena oblast prostého ohybu.

a F F a C
| y
y
z

~oblast ¢istého ohybu
| ! |

™) @

Fa =konstantni moment M,

\Q/F

Obr. 5.2 — Ohybany nosnik s oblasti prostého (¢istého) ohybu

» 1

26 (64) -



Ohyb nosnika

Pfi odvozeni rovnic pro vypocet normalového napéti o; v prafezu predpokla-
dame ze v prifezech nosniku plisobi pouze ohybovy moment M, a dale podob-
n¢ jako u osového namahani vychazime ze dvou zakladnich predpokladi:

1. prifezy prutu rovinné a kolmé k ose prutu pred deformaci zlstavaji ro-
vinnymi kolmymi i po deformaci (Bernoulliho hypotéza)

2. ze podélna ,,vlakna* na sebe vzajemné ,,netlaci®.

Na zaklad¢ ptredpokladu, ze podélna ,,vldkna“ na sebe vzijemné ,netlaci” je
mozné definovat, Ze normalové napéti o, a o tj. napéti v rovindch kolmych
k prutu se rovnaji nule.

Na zaklad¢ prvniho ptfedpokladu je ziejmé, ze v piipadé prostého ohybu pticné
rovinné prufezy se pootaci a zastavaji kolmé k ohnuté ose nosniku. Métime-li
vzdélenosti mezi dvéma analogickymi body libovolnych priifezii na obrysu
prutu, je ziejmé, ze tyto vzdalenosti se pfi zatézovani méni, viz obr. 5.3. Horni
vldkna se zkracuji a spodni protahuji. Lze najit vldkna, jejichz délka se pfi
ohybu neméni. Skupina téchto vldken se nazyva neutralni vrstvou. Vldkna
v této vrstvé pred deformaci lezi v jedné roving€ a po deformaci vytvéii valco-
vou plochu. Piesto kazdy prifez je protinan neutralni vrstvou po pifimce. Tato
pfimka se nazyva neutralni osa prifezu.

X dx

m 1n M_l‘
EA B
) G——_— 4p <=2

m )i

Obr. 5.3 — Ohyb nosniku

V ptipadé rovinného ohybu neutralni osa je kolma k rovin¢ zatizeni. Pro dalsi
odvozeni ptredpokladame, Ze neutralni osa je ztotoZnéna s osou y. UvaZujeme
elementarni prvek o délce dx ohrani¢eny pti€nymi fezy m-m a n-n, viz obr. 5.3.
Na zéklad€ hypotézy o rovinnosti prurezli se po deformaci priifezy pootoci o
tthel do. Use¢ka AB neutralni vrstvy se zkiivi ve tvaru ¢asti kruznice 4’'B’ o
poloméru ». Pfimé vldkno CD ve vzdalenosti z od neutralni vrstvy se méni
v zakiivené C’D’ s polomérem kfivosti r+z. Relativni prodlouZeni tohoto vIak-
na

o = CD-CD (r+z)do—dx _z
o CD - dx o

Délka vldken neutralni vrstvy pfed deformaci a po deformaci od plisobeni ohy-
bového momentu se neméni. Takze tseCka 4B = dx je stejné dlouhd jako Cast
kruznice A’B’ = rd¢. Tedy

dx =rdo (5.3)

Po dosazeni do rovnice (5.2) obdrzime dulezity vztah

(5.2)

X

e =2, (5.4)
r
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S

S

Z uvedeného vztahu je patrné, ze podélna deformace je proporcionalni vzdale-
nosti vldkna od neutralni osy, nebo jinak pomérna protazeni probihaji linedrné
po vysce priiezu.

Abychom odtud odvodili rozlozeni napéti, pouzijeme pro linearné pruzny ma-
terial Hookliv zakon. Dtive bylo definovano, Ze o, = o. = 0. Zbyvajici norma-
lové napéti

o. =Es =EZ. (5.5)
r

V této rovnici nezname polomér kiivosti 7. Vyuzijeme nyni statick¢é podminky
ekvivalence vnitinich sil v prifezu a to ty, které obsahuji normdlové napéti,
(2.16) az (2.18). Za zminéné napéti dosadime vztah (5.5). Potom

E E
N = jcrdiz—jsz:—Uy =0,
A Vo4 r
M, = J'axszzgjzszzgly, (5.6)
A Vo4 r

E E
M, =-[oc ydd=——[yzdd=-—1_=0
A Vo4 r

yz
V prvni rovnici U, ptedstavuje staticky moment prifezové plochy k ose y. Ten
je roven nule, nebot’ osa y prochézi tézistém. Osa y je soucasné neutralni osou
prifezu, na které o, = 0.

Tteti rovnice je rovnéZ splnéna, nebot” deviatni moment /. je roven nule, pro-
toZe osy y a z jsou hlavnimi centralnimi osami prifezu.

Ze druhé rovnice, ziskdme hledany vztah mezi polomérem kiivosti a ohybo-
vym momentem ve tvaru

1_M,
—=—". 5.7
r El G-

y

Po dosazeni vztahu pro vypocet poloméru kiivosti » do vztahu (5.5) pro vypo-
¢et normalového napéti oy se ziskdme konecny vztah pro vypocet normalového
napéti ve tvaru

My
o, =—1z. (5.8)

Iy
Z této rovnice vyplyva, Ze pribéh normalového napéti po vysce prirezu je li-
nearni a extrémni hodnoty vznikaji ve vlaknech nejvice vzdalenych od stfedni-
ce prutu. Ze srovnani rovnice (5.8) a rovnice (5.5) vyplyva, Zze pribéh pomér-
nych délkovych deformaci & po vySce prufezu kopiruje prabéh napéti o, déle-
ny modulem pruznosti E.

Zcela analogickym postupem jaky byl uzit pfi odvozeni vztaht pro ohyb v ro-
ving xz lze ziskat vztah pro vypocet napéti od ohybu v roving xy.

o = M: (5.9)
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Zaporné znaménko odpovidd znaménkové konvenci podle obr. 5.4. Uginek
kladného momentu M, vyvolava v prvnim poloroving prifezu (pii y > 0) tlako-
v¢ napéti.

2 tlak (-)

‘{ M,
-3 3
gtah@

z x1

Obr. 5.4 — Ohyb nosniku a prubéhy napéti

Uvedeny vztah (5.8) (5.9) lze uplatnit v ptipadé ohybanych prutii, kdy mimo
ohybového momentu plsobi i posouvajici sila. Pfesto, ze uvedené vztahy se
stavaji pribliznymi chyba ve vypoctu napéti a deformaci u Stihlych pruta (/ >
5h) neni velka. U kratkych pruti chyba mtze byt zna¢na a u prvkl vysokych
tvarem bliZicich se stén¢€ jsou uvedené vztahy nepouzitelné, viz obr.5.5.

1.

 —

e
’ =

|
|
|
|
|
|
4]

Obr. 5.5 — Pribéh napéti v priifezu nosniku a stény
5.1.2 Navrh a posouzeni ohybaného nosniku

Posuzujeme-li prut ohybany v roviné xz vychazime z rovnice (5.8) nebo v ro-
vin€ xy z rovnice (5.9). Extrémni napéti vznikaji v krajnich bodech priifezu a
pii ohybu v roviné xz jsou rovna

o :&z o :%z (5.10)
x1 Ji 1> x2 Ji 2 : E

y y

kde z; z; jsou soufadnice krajnich bodii prifezu od té€zistni osy y nebo také od
neutralni osy. Uvedené vztahy lze pouzit pro posouzeni napéti v prutech
od ohybu srovnanim s meznim (pfipustnym) napétim.

Pti navrhu pouziti vztahu (5.9) se jevi problematické, nebot’ v tomto vztahu
vystupuji dvé nezndmé proménné /, a z. Aby navrh byl jednodussi zavadi se
veli¢ina, kterou nazyvame prarezovy modul a oznacujeme W. Prafezovy modul
je vyjadfen jako pomér momentu setrvacnosti ke vzdalenosti od neutralni osy
do krajnich vlaken. Vzhledem k rovnicim (5.10)

I I
W, :Z—T, W= (5.11)

1

Tedy
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M M
O-xl :W_y’ O-x2 = Wy ‘ (512)
vl y2

Rozmér prifezového modulu je L* a u obecného prifezu rozlisujeme dva pri-
fezové moduly ke kazdé hlavni ose, vzorec (5.11). Pokud je vSak prifez syme-
tricky jsou prifezové moduly k obéma krajnim vldknim shodné a neni je tieba
odliSovat indexy.

Pro obdélnikovy priiiez vysky £ a Sitky b ma moment setrvacnosti k ose y

I, = éb}f . Vzdalenost do krajnich vldken ve svislém sméru je z; = z, = g
Potom priifezovy modul k ose y
1
W,=W,=W, = gbhz. (5.13)
Pro druhy smér, ohyb kolem osy z
1
W.,=W,=W, :ghbz. (5.13)

Pro plny kruhovy prifez o priméru d ziskdme stejnym postupem. Momenty
setrvacnosti / , =1 = 6—7;d * vzdalenosti do krajnich vlaken z; =z, = E’ po-

tom

V4
W, =W, =—d’. 5.14
y=W. =33 (5.14)
Vztahy pro vypocet prifezovych moduli jinych prifezi se daji odvo-
dit analogicky. Ciselné hodnoty prifezovych modull jsou tabelovany stejnym
zpusobem jako momenty setrvacnosti.

C——1 =1
e T
Tvar iz c % v ¥ < f . =
prifezu IE - p o\ —= -
- .d || d | 1
b |
W= [bh -
1 s Wy :W; = y _a[
oy , W :_bh W _ —
Pratezové 76 , =W, = _. —(b—t,)(h—2tf)3]
moduly W —lhbz ZIPE 32 Wl
Wy Wz | 72 6 32 Jat —(@—aey ] W=+
+ (h —2t; )ti]

Tab. 5.1 — Prfezové moduly jednoduchych obrazci
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Dimenzovani prutu namahaného prostym ohybem

Posouzeni prutu namahaného prostym ohybem v pruzném oboru spociva
v porovnani vypoctenych napéti s vypoctovymi hodnotami pevnosti (R,;) popf.
vypoctenych ohybovych momentti s ohybovymi momenty na mezi inosnosti.

Nejprve vycislime prifezovy modul ze vztahii (5.12). U homogennich prufezi
rozhoduje vzdy mensi priufezovy modul k uvazované ose

W, = min(W’

y

w,).

(5.15)

Podle velikosti prifezového modulu dohledame nebo vypocteme geometrické
rozméry prifezu. Je-li tieba tyto veliiny upravime a zpétné dohleddme nebo
vycislime potiebné prifezové charakteristiky a provedeme posouzeni podle

VA

nebo

M, <M,

.....

(5.16)

(5.17)

kde M, , je mezni moment, ktery je prifez prutu schopen prenést. Ve vypo-
Ctech se predpoklada, ze nemiize dojit ke ztraté stability v ohybu.

Priklad:

Navrhnéte a posud’te jednot-
livé prifezy nosniku. Vy-
kreslete  prubéhy napéti
v prufezech, dale extrémni
napéti po délce nosniku.
Nosnik ma byt vyroben
z oceli tfidy S235. Navrho-
va pevnost fy = 204,3 MPa.
Necht’ prufez A-A je tenkos-
ténna trubka a prifez B-B je
I-profil

Postup FeSeni:

Z obr. 5.6 je patrné, ze mu-
sime uvazovat 3 useky pro
navrh a posouzeni. Prvni
usek pro x od 0 po 0,8, dru-
hy usek pro x od 0,8 po 1,6
a treti usek od 1,6 po 3,1 m.

Usek 1:

Vuseku 1 plsobi moment
M, =10kNm, fez B-B (ta-
Zena horni vlakna)

I-profil symetrie k ose y, z
(t€zist€ je v ose prufezu)

B
| | I
D o~ @ 3
| 15 kNm | 5 kNm
z Ip A
08 | 08 | 1,5 | ]
™)
(V)
\
v,
M) o o
[kNm]
3 5
N
() 75 183
[MPa]
@
92 190
(o)
() 9 = 190
[MPa] —
@
183

Obr. 5.6 - Geometrie konstrukce, prib¢hy vniti-

nich sil a napéti
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< f, priifez je symetricky, potom

3 s
<f, a0 =—
h

o"=‘ﬂ

=l

M| 104107

"Il 2043410
d )

Dle Technického priivodee 51, str. 224 — 225 (1 CSN 42 55 50) War=W, =
48,9410 mm® = profil 1120, W, = 54,5-10° mm’, 7, = 3,27-10° mm".
-10-10°
Oy = 17 16
t327-10°

W, =4,894-10° m’ = 48,94510° mm’.

2

. —1-10*

0l =————-0,06=|-183-10°|Pa < 204,3 MPa,
3,27-10

,  —1-10*

0! =————(~0,06)=183-10° Pa< 204,3 MPa.
3,27-10

fezB-B o usek 2 o
183 MPa 92 MPa

o EEE S F s
ke o h Py

183 MPa 92 MPa

Obr. 5.7 - Priibéh napéti po vysce
prafezu 1120 v tseku 1

Obr. 5.8 - Pribeh napéti po vysce
prafezu 1120 v useku 2
Usek 2:

M, =5 kNm, (taZena dolni vldkna)

A%

[-profil symetrie k ose y, z (t€ZiSté je v ose prufezu)

’ + 5 * 104 6
ol =————-0,06=+91,7-10° Pa = 92 MPa<204,3 MPa,
3,27-10
4
ol = Lm% -(~0,06)=-91,7-10° Pa = |-92 [MPa< 204,3 MPa,
3,27-10
Usek 3:
M, =5 kNm, fez 4-A, (taZena dolni vlakna)
M
ol = Wy <f,,a o) =—"|<f, @profil ma prifez symetricky k ose y, z,
d h
potom
M 10°
W,,=W >| o510 = 2,4510° m’ =2,45-10° mm’.

"R, | 2043:10°
Dle Technického pritvodce 51, str. 251 — 258, nejblizsi je trubka @ 76/8,
W =26,4-10° mm’, I, = 1000-10° mm".
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3
homni vidkna o =210 0,038 =190-10° Pa =190 MPa< 204,3 MPa,,
100010
3
dolni vidkna o” = ——>"19"_(0,038)=—190.10° Pa=
100010~

=|-190| MPa< 204,3 MPa,.

3
Napéti v bodech 1, 2 (obr. 5.9) o, = i% -(-=0,030)=F 150 MPa.
1000-10
fez A-A
] C
| 190 MPa
©
150 MPa|
@ 150 MPa
217 190 MPa
C
Obr. 5.9 - Pribéh napéti ve svislém fezu
po vysce priifezu trubky v oblasti 3

Na obr. 5.6 je dale zobrazeno normalové napéti v dolnich a hornich vldknech
podél celé konzoly.

(o)

5.1.3 Smykova napéti pii ohybu — masivni priirez

v ptiénych prufezech posouvajicimi silami. V disledku ucinkd posouvajicich
sil vznikaji smykova napéti. Velikost smykovych napéti nelze odvodit
z Bernoulliho hypotézy o rovinnosti priifezii, protoze tento predpoklad vylucu-
je smykové deformace a z Hookeova zdkona ve smyku rov. (4.4). Z tohoto
divodu se pfi odvozovani smykovych napéti pii ohybu vychdzi z podminky
rovnovahy a z véty o vzajemnosti smykovych napéti (smykova napéti ve vodo-
rovném a svislém fezu jsou totoznd), viz obr. 5.10.

V praktickych piipadech neni nosnik naméhan pouze prostym ohybem, ale

Nosnik konstantniho prifezu

Je uvaZovéan nosnik stalého prifezu,
ktery je symetricky podle roviny xz.
Zakladni pfiblizné piedpoklady, ze
kterych se pti vypoctu vychazi formu-
loval Grashof:

a) podél rovnobézky s neutrdlni
osou (podél ptimky z = konst.)
je svisla slozka smykového
napéti konstantni; 7, = konst.

b) vektory vyslednych smyko-
vych napéti podél této primky
vzdy sméfuji do spolecného Obr. 5.10 — Vzajemnost slozek
bodu P — priseciku tecen smykovych napéti z,; a z,.
k obrysu prifezu.
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Smykova napéti na okraji priifezu musi mit smér te¢ny k obrysu pfi jakémkoli
namahani prutu, za ptedpokladu nezatizeni povrchu tangencialnim zatizenim.

pi
Z
- 717 T v 71 — —|
- = / \\ |
] V. s
# fﬁ VT |
M +dM,
v i X Al -t ) d
MJ'(\ l/ \f ) l ”) B
! \ i‘:}
z/ 7. \
/Z C-i HA \‘\\ | ”“' H jvud +djvm‘
I — - J
o, o, +do
X | dx |

Obr. 5.11 — K odvozeni smykovych napéti v masivnich prifezech

Oba zavedené predpoklady jsou znazornény na obr. 5.11. Sledujme nyni ele-
mentarni usek nosniku o délce dx. Ohybovy moment v pravém priifezu je
obecné odlisSny od momentu v levém fezu, takze jim vyvolana normélova napé-
ti oy, jejichZ linearni pribeéh po vysce se fidi rovnici 5.9, jsou rovnéZ rizna
v obou fezech vzdalenych navzdjem o dx. Uvolnime-li nyni z mySleného ele-
mentu nosniku jeho spodni ¢ast omezenou rovinou z = konst., pak vyslednice
normalovych napéti na obou protilehlych ploskach budou rovnéz rozdilné: v
prifezu x je to N,g, v soubézném praiezu x+dx pak N,z + dN,g, viz. obr. 5.11.
Oznacime-li jako A4 cast plochy pod tseckou AB (tj. pfimkou z = konst.), pak
integraci napéti o, danych vztahem (5.9) po této ploSe dostavame silu N,; a
jeji diferencial dN,; ve tvaru

M, M,
N,=[odd=0c, | dA= ; ) ZdA:I_UOd’y’ (5.18)
Aod Aod vy Aod y
dN M M U, U,
dN,; =—"% -4 yU L ldr=—2—ax =y, —“dx. (5.19)
dx dx dx ’ I,

Zde znamena U,q, staticky moment oddé€lené Casti prifezu k ose y. Protoze je
prifez nosniku konstantni, uplatnila se derivace jen u ohybového momentu A,
a podle Schwedlerovy véty vede na posouvajici silu V.

-34(64) -



Ohyb nosnika

dM
L=V, (5.20)
dx

Na vodorovné plose ABDC vytknuté vodorovnym fezem o soufadnici z piisobi
rovnomerné rozdélena smykova napéti z,, jejichz vyslednice je

dQ=1_b(z)dx. (5.21)
Z podminky rovnovahy odd€lené ¢asti ve sméru x
~dQ-N,,+(N,, +dN,,)=0. (5.22)

Spojenim rovnic (5.19) a (5.21) ziskame

U
dQ=17_b(z)dx=dN =V, I—ydx. (5.23)

y

Smykového napéti 7, = 7.

V.t y
=7 =_—2 5.24
Fe Tl be(Z) ’ ( )

kde V. je posouvajici sila, U, je staticky moment ,,odd¢lené* ¢asti priifezu

Vv v

prafezu v uvazovaném miste.

Pro ilustraci je zde uvedeno odvozeni funkce popisujici rozdéleni smykového
napéti po vysce obdélnikového prifezu s rozméry b a h. V prufezu pisobi
smykova sila V-, viz obr. 5.12.

Hledanou funkci smykového napéti ziskame ze vztahu (5.24). Kde staticky
moment odfiznuté plochy U, v zavislosti na soufadnici z ur€ime ze vztahu

h Yh 1 _b
U, :b(z—zj(ersz :g(;ﬁ —42%). (5.25)
z-:;ti‘
Y\
C = 4‘I‘TH]HX
Jow |
A )
z
b

Obr. 5.12 — Maximalni smykové napéti u obdélnikového priifezu
Moment setrvaénosti obdélniku k jeho t€ZiStni ose y 1, = ébif .

Po dosazeni vyse uvedenych vztahii do rovnice (5.24) obdrzime
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b
sz(h2—422) 2 2
. :81—=§V2[1—4i2]=3£(1—4i2). (5.26)
12 Y

Smykové napéti probihd po vySce podle kvadratické paraboly. Na hornim i
spodnim okraji pro z = 4/2 smykové napéti je nulové. Maximalni hodnotu mé
v irovni neutralni osy, osy y
, 3V _3r
0 bh 24
Z vySe odvozeného vztahu vyplyva, ze smykové napéti odvozené na zaklade
vyse uvedenych predpokladii pfevySuje v maximalni hodnoté o 50% napéti pii
prostém smyku.

Priklad:

Urcete prib¢h smykovych napéti ve stojin€ a pasnici symetrického prifezu T,
viz obr. 5.13. V prlfezu plsobi sila pti¢na sila V- o velikosti 1 kN.

(5.27)

20 |
| |
;_
0 !
S
< C
3
v
- O
(o]
z
85 3] o

Obr. 5.13 — K ptikladu T pritez zatizeny silou V
Postup reSeni:

Nejprve vycislime obvyklym zplisobem moment setrvacnosti k ose y T prife-
zu. I, = 6012,5 mm®.

Dale zvolme pro vypocet a vykresleni pruibéhu smykovych napéti nésledujici
vyznamné body. Rozdéleni smykovych napéti po vySce obdélnikového prifezu
jak bylo ukazano vyse je parabola. Priifez se sklada ze dvou obdélniki, proto
volime body 1 aZ 5 na stojin¢ a dale 6 a 7 na pésnici, viz. obr. 5.14.

Vypocet provadime pro jednotlivé urovné (fezy) vztahujici se k jednotlivym
bodim.

1) Urovei horniho okraje pasnice - bod 1

Napéti 1sz =0, protoze U, = 0.

2) Uroveii dolniho okraje pasnice - bod 2

_1-10°-4-20-(9,405-2)-10"

xz 3 12 =2,21106 Pa:2,21 MPa.
20-107 -13386,7-10"

Napéti *¢
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6,26 6,26  piimka

L

7——6 6~ — 7
‘ 20 .
7‘ 1 ! B 1 parabola
o 1 %20 T SN 221 475
= : —
=3 3 3
3 : 1
v 414115a84=rmax
/
o } ~~parabola
l
z l
7 [MPa
|5 5! (MFa
-85 |3

Obr. 5.14 — Pribeh smykovych napéti na T prifezu
3) Uroven odpovida fezu stojiny tésné pod dolnim okrajem pasnice - bod 3
_1-10°-4-20-(9,405-2)-10
3107 -13386,7-107"

MVt

Napéti *7_ =14,75-10° Pa = 14,75 MPa.

4) Uroven odpovida fezu stojinou v trovni tézisté prufezu - bod 4

1-10° -(4-20-(9,405 —2)+(9,405 —4)-3-Wj-109

Napéti ‘7 = _
P = 3-107°-13386,7-107"*

=15,86:10°Pa = 15,84 MPa.

nebo z druhé strany

_1-10°-3-(30-9,405)*-0,5-10
3-107 -13386,7-107"

5) Uroven dolniho okraje profilu - bod 5

=15,84-10° Pa = 15,84 MPa.

v.r 4
Napéti "7

Napéti 5 7. = 0, protoze U, = 0.
6) Svisly fez pasnici v misté pred stykem se stojinou - bod 6 a 6°
6 1:10°-85-4-(9,405-2)-10"

T, = F5——=16,26-10° Pa = 6,26 MPa.
3-107-13386,7-10

Vypocet velikosti smykového napéti na okraji pasnice na jeji ose:
7) Svislé okraje pasnice - bod 7 a 7¢
Napéti 6rxz =0, protoze U, = 0.

Pribéh smykovych napéti na pasnici i stojiné zadan¢ho T profilu je vykreslen
na obr. 5.14.

37 (64) -



Teorie namahani pruti

5.1.4 Smykova napéti pri ohybu v tenkosténnych nosnicich

Tenkosténné nazyvame nosniky (pruty) tehdy, je-li tloustka ¢ jednotlivych ¢asti
— napf. stojiny ¢, nebo pasnice #r— zna¢né mensi neZ rozméry prifezu jako cel-
ku (obr. 5.15). Casto se uvadi pomér 1:10, piijatelné vysledky vsak ziskame i
pfi méné vyraznych pomérech. Rozeznavame pak pruty otevien¢ho prirezu,
jejichz stiednice (Cara pulici tloustku) netvoii uzavienou kiivku — napf. tvaru
U, L, T, C, Z apod. a uzaviené¢ho prurezu - O, [] apod.

V dal$im vykladu se zamétime pfedevSim na nosniky s otevienym prifezem.
A. Smykova napéti v tenkosténnych nosnicich otevireného prirezu
Budeme vychazet ze zakladnich ptredpokladi:
a) Smykova napéti jsou konstantni v fezu kolmo k dil¢i sténé.
b) Smykova napéti jsou rovnobézna s obrysem prufezu.
Zakladni vzorec (5.24) piepiSeme takto:
_ V.U

T = s 5.28
T (5.28)

kde ¢ je tloustka ve vySetfovaném misté, U,y je staticky moment plochy odd¢-
lené fezem kolmym na obrys prufezu. Oznaceni z, napovida, ze jde o vysledné
napéti v rovin€ kolmo k ose x (na svislych ¢éastech je to 7., na vodorovnych z,.

Pribéh smykovych napéti v tenkosténnych otevienych profilech tvard I, L a U
je zobrazen na obr. 5.15 a 5.16.

i
b b T E g
o | b | \ /
| M [ | T
I I—Qﬁ — —————1 -
»"J: ' -t '

TH
b/2-y
> 1]
?\:I [ z'/
W f

Obr. 5.15 — Smykové napéti ve stojin¢ a ptirubach I profilu
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Obr. 5.16 - Smykové napéti v L a U profilu a stfed smyku 4

B. Smykova napéti v tenkosténnych nosnicich uzavieného priarezu

U tenkosténnych nosnikl uzavieného priifezu je tloha uréeni smykového napé-
ti staticky neurcita. K vypoctu je nutné definovat deformacni podminky. Vy-
jimkou jsou jednokomirkové nosniky s osou symetrie, zatizené v této roviné.
Smykova napéti v této rovin€ jsou rovna nule a jejich pribeh po vysce je stejny
jako u prifezu otevieného, ktery vznikl rozdélenim uzavieného prifezu na dvé
poloviny.

w(x) T,

-— — —

Xy

Obr. 5.17 - Smykové napéti v uzavieném profilu tvaru []

Na obrazku 5.17 je vykreslen prib¢h smykovych napéti v uzavieném tenkosté-
nném [ profilu. Pov§imnéte si podobnosti s pribc¢hem smykovych napéti
v tenkosténném otevieném U profilu, viz. obr. 5.16.
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5.1.5 Stred smyku

Z ptedpokladu, které byly uvedeny vyse a z rovnice (5.28) se daji vycislit u
prutli otevien¢ho prifezu jednozna¢né smykova napéti od posouvajici sily
v libovolném misté. Jejich integraci podél jednotlivych stén mizeme odvodit
V}'lsledné smykové sily Q, jei jsou staticky ekvivalentni posouvajici sile V..
Vsak je u nesymetrickych prurezu, pokud rovina zatizeni (budeme Jji uvazovat
svislou) neni rovinou symetrie prutu.

Tak napt. u rovnoramenného thelniku pfi orientaci podle obr. 5.16 neni prifez
symetricky vici ose z. Vyslednice smykovych sil na obou pfirubach O jsou
shodné (a rovné V./N2) a protinaji se v priisediku os, tj. v bod& 4, takze vysled-
na posouvajici sila neprochézi t€zistém, ale tzv. sttedem smyku, jimz musi pro-
to téz prochazet rovina zatizeni, pokud nema byt prut kroucen.

Odvozeni polohy stfedu smyku (stiedu ohybu) u obecného prifezu je soucasti
teorie krouceni tenkosténnych prutl otevieného prirezu; v nasem vykladu se
omezime jen na jednodussi prufezy s jednou osou symetrie. Délky jednotlivych
stén budeme zjednodusené zavadét jako délky stfednic, coz u tenkosténnych
prafezi nevede k zavaznym nepfesnostem.

M¢éjme jednoose symetricky U-profil, viz obr. 5.16. Zavedeme-li pomocnou
soufadnici s jako vzdalenost od volného konce ptiruby, je staticky moment
odd¢lené ¢asti U,q, a smykové napéti pak podle rovnice (5.28)

h
U, :tfs?():%tfhs , (5.29)
V.U
= iody Vehy ¢ (5.30)
Y It, 21

Pribéh napéti je linearni — obr. 5.16. Vysledné smykové sily na ptirubach zis-
kame integraci

5 (5.31)

V.hy [s2]° Vit boh
I, tds_ {S } _ oot

t; sds =
I 21, 47,

Priibéh smykovych napéti na stojin€é odvodime analogicky jako u tenkého ob-
délnikového prufezu. Pti zavedeném oznaceni vyjde

y 0

2wt (g —42%) (5.32)

yow

Jeho vyslednici nemusime odvozovat integraci, nebot’ jedina svislé slozka musi
byt shodna s posouvajici silou: Q,, = V~.

Smykové sily na ptirubach tvoii dvojici sil, jejiz momentovy ucinek je Oy -ho.
Slozime-li ji se silou O, = V. prochdzejici osou stojiny obdrzime vyslednou
silu V; odsunutou od stojiny o vzdalenost
2712
0 7 ho t be ho

a = - = . 5.33
V 41, (5:33)

z
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Touto vzdalenosti je definovana poloha stfedu smyku A; lezi na opacné stran¢

Obr. 5.18 — Stfed smyku — ohyb U priifezu

Pro vélcované ocelové nosniky prufezu U, UE, UPE jsou polohy stfedu smyku
uvedeny ve Statickych tabulkach. Vzhledem k tomu, Ze jejich dil¢i st€ény nema-
ji tvar obdélnikti (zaobleni koutt, pfip. sklon hran) li$i se pon€kud od hodnot
danych vzorcem (5.33).

U tenkosténnych nosnikl uzavieného prifezu je tloha uréeni smykového napé-
ti staticky neurc¢itd. K vypoctu je nutné definovat deformaéni podminky. Vy-
jimkou jsou jednokomurkové nosniky s osou symetrie, zatizené v této roving.
Smykova napéti v této rovin€ jsou rovna nule a jejich priib&h po vysce je stejny
jako u prifezu otevieného, ktery vnikl rozdélenim uzaviené¢ho prifezu na dvé
poloviny. Stfed smyku leZi u téchto nosnikli na ose symetrie prifezu.

5.2  Prihyb ohybanych nosniki a pootoceni
prirezu
5.2.1 Diferenciilni rovnice ohybové ¢ary
Premisténi ohybanych nosnikl je tieba zjistovat z divodu posouzeni podle
mezniho stavu pouzitelnosti, tj. zda-li hodnoty prihybu a pooto€eni priufezu

jsou v pozadovanych mezich. Dale vypocet posunuti a pootoCeni je nezbytny
pro vypocet staticky neurcitych konstrukei.

Obr. 5.19 — Ohybova ¢ara nosniku
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Je-li nosnik (prut) dostatecné stihly je jeho stav po deformaci urcen tvarem
ohybové cary, kiivky do niz ptejde ptivodné piiméa osa nosniku pod vlivem
zatizeni. Mé&yme rovinnou ulohu, kdy sledujeme posun osy nosniku za ohybu.
Osa nosniku pod vlivem zatiZeni lezicim v jedné z hlavnich rovin setrva¢nosti,
napf. v roving xz se kiivi ve stejné rovin¢, viz obr. 5.19.

Funkci prithybu budeme oznacovat w. Hodnota této funkce je kladna, jestlize
posunuti odpovidajiciho bodu bude ve sméru osy z. Pootoceni priifezu ¢, je
uhel, o ktery se kazdy priifez potoCi vzhledem ke své pocatecni poloze. Uhel
pootoceni prifezu ¢, budeme piedpokladat kladnym, kdyz toto pootoc¢eni bude
ve sméru od osy x k ose z.

Vzhledem, ze se jedné o uhly malych hodnot 1ze ptedpokladat, ze

dw
tgp, = E ) (5.34)

potom s dostateCnou urovni piesnosti lze fici, Ze thel pootoceni ¢, je ve sledo-

vaném prufezu roven derivaci funkce prihybu w(x) podle soufadnice x

o~

Y odx

Z tyzikalni ptedstavy o ohybu osy nosniku je zfejmé, Ze ohybova ¢ara musi byt

spojita a hladké ktivka. Pozaduje se, aby po délce osy nosniku byla funkce

prihybu w(x) spojitd véetné jeji derivace. Prihyby a ihly pootoceni jsou pie-

misténimi prafez nosniku. Deformace kazdé ¢asti nosniku je dana zkfivenim

ohybané osy, tj kiivosti. V1iv posouvajicich sil na zakfiveni tenkych pruti je

maly. Tedy v obecném ptipad¢ pticného ohybu vyuzijeme rovnici (5.7) ve tva-
ru

(5.35)

1 M, (x)

r(x) EIl, (x)
Z kurzu vyS$$i matematiky je zndm vyraz pro kfivost rovinné cary ve tvaru
d*w
1 dx’
=+ T (5.28)
dw)’ |2
1+ —
dx
kde r je polomér ktivosti v rovin€ xz. Je nutno definovat, které znaménko bude

pro uvedeny piipad soufadného systému vhodné. V ptipadé tazenych dolnich
vldken, viz obr. 5.19, pfijmeme znaménko minus, protoze kiivost je zdporna.

(5.27)

Spojenim rovnic (5.27) a (5.28) obdrzime
d*w
dx2 Mv (X)

=—— ) (5.29)
{1 i (dwf}
dx

EI (x)

y

N | w
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Tato rovnice se nazyva piesnou diferencialni rovnici ohybové ¢ary nosniku
Tato nelinearni rovnice se fes$i dosti slozité. Nastésti v praktickych ulohach
jsou priahyby malé, takze Ize pfesnou rovnici nahradit piibliznou. Ve jmenova-
teli se vyskytuje ¢len

1+(d—wj2—l+t (5.30)
0 g, . .

Pti malych hodnotach prithybu, podle norem 1/100 az 1/1000 rozpéti, se uka-
zuje, ze Ghel pootodeni je mensi nez 1°. Tangenta malého uhlu 1° je pfiblizné
rovna 0,017. V druhé mocniné to je 0,0003, coz je velmi mald hodnota ve
srovnani s jednic¢kou. Tedy bez velké chyby miizeme zapsat

. dzw_ My(x)

S EL») G-3D

Tato rovnice se nazyva diferencidlni rovnice ohybové ¢ary 2. fddu. Druhd deri-
vace je tedy pfimo imérnd ohybovému momentu M,(x) v daném misté a ne-
ptimo umérna ohybové tuhosti E1,(x).

Dalsim dvojim derivovani obdrzime diferencialni rovnici ¢tvrtého tadu. Pro
ptipad nosniku s konstantni ohybovou tuhosti plati

WY = d‘w_ q.(x) (5.32)

S dx' T E

Z této rovnice vyplyva, ze ¢tvrtd derivace prihybu je umérnd piinému zatiZe-
ni.

Oznaceni a kladny - Diferencialni zavislost
smvsl Veli¢ina
Y Obecny ptipad | Pro EI = konst.
\li prihyb w
——-
\{\4” pootoceni p=w’
MC D M | ohybovy moment M=-Elw*’
V .
v posouvajici sila V=-(Elw")* V=-Elw"*
q NIV oy v
mj_ pficné zatizeni q =-(Elw") q =-Elw

Tab. 5.2 — Diferencialni zavislosti veli¢in nosniku
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I EANE

5.2.2 Integrace diferencialni rovnice ohybové ¢ary

U staticky urcitych nosniki 1ze urcit prihyb od ohybovych momenti M (x)
piimo ze statickych podminek rovnovahy. Potom miizeme vyjit pfimo
z rovnice (5.31), kterou dvakrat integrujeme.

Postupna integrace

M,
W= (5.33)
El,
M
p=w=—[dc+C, (5.34)
El, 1
M
W:_J.D‘Eli dx}rC]erCz. (5.35)

Integracni konstanty C; a C, urime z okrajovych podminek nebo podminek

spojitosti, viz. tab. 5.2, 5.3.

Jedna se o podminky kinematické (deformacni). Veskeré statické podminky,

tab. 5.2, byly jiz respektovany pti odvozeni ohybovych momenti M (x)

w=0 &_— Prosté pod‘epreny
okraj
/ ~

Vetknuty okraj

w =01 ~ - Na ose symetrie

N S
W

Tab. 5.3 — Kinematické okrajové podminky

Priklad:

Odvod’te rovnici ohybové Cary prostého nosniku stalého prufezu, zatizené¢ho

plnym rovnomérnym zatizenim. Ciseln& uréete maximalni prihyb pro valcova-
ny ocelovy nosnik 1260 pii /=6m a ¢ =16kN.m™".

ReSeni:
Ohybovy moment v obecném prifezu

My(x):/bc—%qx2 =%(lx—x2)

Po dosazeni do diferencialni rovnice
ohybové Cary

w”(x):—My(x) S | (lx—xz).
EI, 2,
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q Postupnou integraci ziskame
D N N R .
: X 2 , q X~ X
x)=wx)=——"—|——— |+ (|,
» o) wle) =155 e
@) et i7"
wx)=——|1———= [+ Cx+(,.
Q\w\ 21 ("6 12) T
Vi) Y
x T ® Integraéni konstanty ziskame
- z okrajovych podminek — podminek
@ uloZeni nosniku.
T
\M(x) +) Na obou koncich nosniku je prahyb
M
e nulovy w(x =0)=0, w(x=1)=0.
Ol
\ S Po dosazeni do rovnic pro prithyb urci-
F @_ T me integra¢ni konstanty.
- ® J Nejprve zavedeme podminku pro levy
GD R konec w(x = 0)=0, potom
I
~y @ P | wx=0)=0+0+C, =0=C, =0.
@, = m\_ki_j @yb Pruin ( ) ’ ’

Podminka w(x=/)=0 na pravém

Obr. 5.20 — Pribehy V, M, paw okraji nosniku vede na rovnici.

3 4
w(x =l):—i ll——l— +Cl+C, =0. Z této rovnice po dosazeni C, = 0
EI,\ 6 12

3
ziskame C, = La
24 EI,

v kone¢ném tvaru rovnici pro vypocet pootoceni a rovnici ohybové cary

2 3 3
(o(x):—i b _x + gl -4 (13—6lx2+4x3).
2 3) 24El, 24FKI,

. Po dosazeni konstant do vychozich rovnic ziskdme

w(x) = 24cl1?Iy x(l3 —2Px+ x3).

Pribéhy funkei pootoceni prifezu a prithybu jsou uvedeny na obr. 5.20.
Max. pruhyb (vzhledem k symetrii) je uprostted rozpéti

[ 5 ql*
W =Wx=—|=—="—.
- 2) 384K,

Polohu extrémnich hodnot pootoceni I1ze ziskat derivaci funkce pootoceni
dy(x) =1 (— 125 +12x7 ) =0=x(x—1)=0. Extrém Ize otekavat v mis-
dx 24EI

tech x =0, x =/ odpovidajicich mistim podeptfeni. Po dosazeni téchto sou-
fadnic ziskame extrémni hodnoty pootoceni
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24FI, 24FI
4 3 3
Vztahy w, . :ii, @, =P = ql s Oy =P =— gl jsou uvede-
384 EI, 24E1 24FI

ny ve statickych tabulkach nebo pravodcich.
Ciselné: ¢ =16 KN.m', /=6m, profil 1260 = [, = 57,4 10 mm?*,
E=2,1-10" Pa,

5 12-10° -6*

W = m — = 0,0168 m = 16,8 mm,
384 21-10-57,4-10

12-10° -6°

-3 o
242110 57410 010 =0

¢max =

Priklad:

Odvod’te rovnici ohybové cary a velikosti prihybu a pootoc¢eni volného konce
konzoly stalého priifezu zatizen¢ trojihelnikovym zatizenim. £7, = konst.

Reseni:
Sy . v s N
] | Intenzita pficného zatizeni
¥

x /3 —gqr
=2 q(x)=¢q x
Zw Nejprve ur¢ime funkci mo-
( :i ) ] mentu M,.
] S ' g 1x gx’
M ()= T Lx__ax
Vix) Y 1723 6l
@ Po dosazeni do diferencialni
© rovnice ohybové Cary obdr-
@ M(x) Zime rovnici
T 3
" qx
O j w'(x)=-M (x)= :
o) " GIEN
@ Dale tuto rovnici dvakrat
© —— integrujeme. Timto ziskdme
= w(x) vztah pro velikost pootoc¢eni

a priahybu v libovolném bod¢

Obr. 5.21 — Pribéhy V, M, paw x konzoly.
) ) Vad ax
x)=wlx)= +C awlx)= +Cx+C
ol ( 24IE, (x) 120E1, ?

Vypocet integracnich konstant ziskdme po zavedeni okrajovych geometrickych
podminek ve vetknuti. Prihyb a pooto¢eni na pravém konci (ve vetknuti) nos-
niku je roven nule. Potom plati
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4 5
oe=D)=wlx=0)=—21c —0wx=1)=—9"_.ci+c, =0.

~ DAIEI, ~ 1200E1,
N ) ., ql’ ql*
Resenim soustavy rovnic obdrzime konstanty C, =— a C,= .
24E1 30EI,

Zpétnym dosazenim do funkci prihybu a pootoceni priifezu, obdrzime vysled-
né feSeni ve tvaru

4 3
o x4l
Plr)=wlx) 24IEI,  24EI,

5 3 4
W)= 9 al
120/EI, 24EI,"  30EI,

Extrémni hodnoty prihybu ur¢ime tak, Ze nejprve ziskdme misto, kde 1ze oce-
kavat extrém prihybu, a to ze vztahu

4

b o o,

dx 241E] |
Po dosazeni soutadnice x = 0, do vyrazu pro prihyb obdrzime hodnotu maxi-

ek oo ql’
malni prihybu w__ =w(x=0)= .

prithybu w,,, = w(x =0)= i
Obdobné se vycisli extrémni hodnoty pootoceni
3 3

d—(D:ﬂ:O:xzo.Potom @ =plx=0)=- gl .
dx  6IEI, 24EI

Jedna-li se 0 maximum ¢i minimum ur¢ime bud’ z fyzikélnich pfedstav o cho-
vani konstrukce nebo pomoci druhé derivaci funkce. Je-li druhd derivace
v daném bodé¢ kladna jedna se o minimum, je-li zdpornd o maximum.

M, F
(T X a 1 m b

wewvr
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vvvvvv

ohybovych momentt vyjadfit jedinou funkci (vyrazem). Pak je tieba rozdélit
cely vysetifovany obor na jednotlivé intervaly a v kazdém z nich integrovat
diferencialni rovnici zvlast, viz obr. 5.22. Je-li pocet intervali n, vyvstane pii
integraci celkem 2n integracnich konstant Cy;, Cy; (j = 1, .., n). Po zavedeni
okrajovych podminek spojitosti mezi jednotlivymi oblastmi musime fesit 2n
rovnic. Tento obecné navrzeny postup se jevi prakticky nevhodny.

Pro ruéni vypocet nosnikl s konstantnim priifezem lze s vyhodou pouzit meto-

du, ktera integracni postup upravuje, tak abychom pracovali pouze se dvéma
integracnimi konstantami. Vhodny postup navrhl Clebsch.

Reseni prihybu a pootoceni nosnikii Clebschovou metodou

Zakladni myslenka vychazi z predpokladu, ze feSeni 1ze provést takovym zpt-
sobem, aby integracni konstanty byly stejné pro vSechny c¢asti nosniku. Toto
plati pouze tehdy, kdy v rovnicich momentt, pootoceni a prithybi pti pfechodu
od predchoziho intervalu k nasledujicimu intervalu se opakuji vSechny ¢leny
z predchézejicich intervalt.

Nové vstupujici €leny jsou rovny nule na levych hranicich svych intervala.

\

g
V T -
M, . M, 4 9>
k (’ —
z, W,. a[ ‘ | |
qZ ‘ | |
3 |
a, . Tiﬁj\’ﬁ ‘L N y
A _

Obr. 5.23 — Clebschova metoda

Pro splnéni uvedenych podminek pii sestavovani diferencidlnich rovnic ohy-
bové ¢ary a pfi jejich integraci je nutno dodrzet tyto pravidla:

1. pocatek souradnic volime v krajnim levém bod¢ zkoumaného nosniku a
plati pro vSechny intervaly,

2. rovnici M,(x) sestavujeme od vSech plisobicich sil nalevo od sledovaného
prafezu,

3. pii zavadéni osam&lého momentu je nutno jej pienasobit &lenem (x - a;)° (a;
soutfadnice polohy momentu),

4. v ptipad¢ ukonceni spojitého zatizeni je nutné jej uvazovat az do konce
nosniku a od mista ukonceni zatizeni pfiloZit kompenzujici zatiZeni, rovnéz
probihajici az do konce nosniku

5. integrace se provadi bez odstranéni zavorek

6. v pfipad€ vnitiniho kloubu je nutno vzijemné pootoceni prifezu o piena-
sobit &lenem (x - ;) ( a; soutadnice polohy kloubu), « je neznamé pooto-
¢eni vyjadfujici nespojitost v pootocenich v misté i
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k=tgﬂ=qz_%

as—a,

Pro uspornost zapisu pfitom vyjadifujeme kazdou veli¢inu jedinou rovnici,
v niz ur¢itym zpusobem rozliSujeme platnost jednotlivych ¢lenii v integra¢nich
intervalech.

Podle obr. 5.23
M, (x)=M,+V.x+M, (x—a) +Plk—a,)+
a, a, a,

(5.35)

Ha, ag

Integraci podle uvedeného pravidla obdrzime vyrazy, které identicky spliuji
podminky spojitosti, takze vyvstanou pouze dvé integra¢ni konstanty. Ty urci-
me z podminek v podepieni.

V ptipadé, Zze bychom vzali hodnoty prithybu wy a pootoceni ¢y v bod¢ k lze
zapsat vysledné feSeni ve tvaru

1 x’ x’ (x—a1 )2 (x—a2 )3
w(x)=w0+(p0x——{My0—+Vzo—+ZM +3P
EI 2! 3! 2! 3! .ﬁE
( ) (x—a,)’ (x—a,) (x—a,) e
xX—a, xX—a, X—a, xX—a,
+ZQ1T_Z‘]2T+ZI€T_ZI€T}

V tomto ptipadé mluvime o metod€ pocatecnich parametri. Hodnoty wy a ¢y
vétSinou nezname, proto je 1épe pouzit tpravu podle Clebsche.

1 F Priklad: @

Odvod’te rovnici ohybové ¢ary prostého

x / nosniku stédlého prifezu (EI, = konst.)
W a b zatiZzeného silou F' v obecné poloze.
l ‘ 4 b4 r
/@ ReSeni:
F b& i Nejprve vycislime reakci
— | ® Fa
! COT 4
() I
) -‘l-‘l\‘-\\ @ . 01 W
(3 — >/ Najdeme prubéh momentu pro celou
N\ Ty _Fab o oblast
P max
= NG My:Ax—F(x—a)zFéx—F(x—a)
- .
@j Ja Jl da |
— D (W Po dosazeni do diferencialni rovnice

Obr. 5.24 — Pribehy V, M, paw
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M 1 b
"Nx)=——"2 =~ | FZx—F(x—
w(x) | y‘: lx (x a):l

Jda Al

Po integraci obdrzime

EI |1 2 2
Ja Al
3 .7
w()c):Clx+C2—L F_bx__F(x a)
EI,| I 6 6
Ja Al

Nyni zavedeme okrajové podminky pro levy konec do rovnice pro pri-
hybw(x =0)=0.

Timto ziskdme konstantu C, =0.
Dale zavedeme do rovnice pro prithyb okrajovou podminku pro pravou podpo-

ru w(x=1)=0.

Po dosazeni C, =0 atpravé vztahu C/+C, ——— T 6

= 1{1%13 M}:o

Zjistime, ze C, = 61%([2 —bz).
y

Po dosazeni a Gipravé ziskame konecné rovnice pro prihyb a pootoceni prifezu

w(x) =

il [bx(12 —b—x2)+l(x—a)3]
IET,
Ja Al

olx)=w(x)= —b* - 3x7 )+3l(x a)]

(e
6IE]
Jda Al

Naptiklad prithyb v mist& ptisobisté sily (x = a)

Fa’b*

v == a) =S
y

Je-li biemeno v pravé poloviné nosniku (a > b) vznikne max. prithyb v levém
intervalu

dw() F 2_ 2_ 2\ _ .. _ z ) 5
dx  6IEl, [b<l b*—3x )]—0 vV miste x = 3 (I+b) . Po tpravé

Fab_  p)3ali+0).

Wmax =
27IE,
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Priihyb ve stiedu nosniku w (x = ij = F—b(?)l2 —4b )
2)” a8EI,

Pribéhy vnitinich sil, pootoceni a prithybu je na obr. 5.24.
5.2.3 Mohrova analogie pro vypocet pruhybii a pootoceni prii-
rezi

Mohrova metoda (analogie) umoziuje urcit pruhyby nebo pootoceni staticky
urcitych nosnikl bez vyuziti diferencialniho a integralniho poctu prevedenim
ulohy na statické feseni nosnikd.

Rovinny ptipad (v roviné xz) (M V=MV =V,q.=q,1,=1 )

Diferencialni rovnice

w(x) = M(x) (5.37)
o) =w) =) L )= M) (55
dx dx
()= w(x) = _241_8 o a="Wo i) 539
+ kinematické okrajové podminky + statické okrajové podminky

Urceni prihybt w(x) ze znamého prubéhu ohybovych momenti M (x) je ana-
logické vypoctu ohybovych momentti M(x) od ptiéného zatizeni §(x). Je
nutno zaménit kinematické podminky za statické. Tedy feSeni neprovadime na

skutecném nosniku, ale na tzv. ,fiktivnim nosniku®, tj. nosniku se zménénymi
okrajovymi podminkami

V= e =)
neboli
~N_ M (x)
/ )= El(x) \
Zatizeni na fiktivnim nosniku Ohybovy moment na

skute€ném nosniku
Postup pfi feSeni (vypocet prithybtli a pooto¢eni) Mohrovou metodou

1. Vypocteme pribéhy vnitinich sil na skute¢ném nosniku od skute¢ného
zatizeni. (ziskdme obrazec ohybovych moment M(x)).

2. Sestrojime fiktivni nosnik pfidruzeny ke skutecnému nosniku, zatizime
jej momentovou plochou (kladné momenty zavadime pro kladné zati-
zeni g - puisobi dolit) délenou ohybovou tuhosti E1(x).

3. Vypoéteme hodnoty ohybovych momentt M (x) = w(x) a posouvaji-
cichsil 7(x) = ¢(x).

N

=]

) (B ()

S
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Jsou-li ohybové momenty skutecného nosniku vyjadieny v kNm je nutno ohy-
bovou tuhost EI (x) dosadit vkNm®, aby prihyb w vysel v metrech a Q@

v radianech.

&)

Skute¢ny nosnik Fiktivni nosnik
iﬁ;;?ggg- Typ uloZeni Sxi;ﬁ;ﬁij;_ Typ uloZeni

minky
w=0 o M=0 o
p#0 V0
w#0 o M #0 / -
p#0 V#0
w=0 e - M=0 o
p=0 V=0
w=0 _ _ M =0 ]
o0 | T X | L, |-
w0 ) M #0 _ _
¢#0 - V#£0 I

Tab. 5.4 — Piehled vzajemné si odpovidajicich okrajovych podminek

skute¢ny nosnik

a Fls b
1 FAY
Jo PPN o F
2o 2 2
B / |
(M) FI

N ‘\@ — = T

fiktivni nosnik gy

-

@a,/ﬂ/'/TQEE

= R
Hzti7+f Bt
1651, @ FI’
V(o) e
D
M)A W)

_
‘“‘;L\J;)AQ-‘L —
A’Z 5 =W 5 = i
Ty

Obr. 5.25 — Pribéhy vnitinich sil
na skute¢ném i
fiktivnim nosniku

Posouvajici sila na levém konci V, =

Priklad:
Prosty nosnik stalého prifezu je ve stie-
du rozpéti zatizen silou F'. Urcete pri-
hyb pod bfemenem a pootoceni v levé
podpote.
Reseni:
Ohybovy moment pod bfemenem je ro-
ven FI/4. Momentovy obrazec déleny

EI zavedeme jako zatizeni na fiktivni
nosnik.

Podporova reakce

2
Gog_ At Il F
AE[ 22 16EI

(vzhledem k symetrii).

Ohybovy moment ve stfedu rozpéti
Fl 111

_FI' FI _ FI _
32EI  96EI  48El
FI*

16El

wy.

- 0,
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skute¢ny nosnik P¥iklad:
aa b M, Urcete prithyb a pootoceni volného
T % _ konce konzoly stalého prufezu zatize-
A né momentem na volném konci.
| ! e
ReSeni:
@ © M, Vycislime moment na fiktivnim nos-
fiktivni nosnik niku
a b ~ gl M, M’
= _9gt _ ML _ M,
7R Mb_z_E]E_ZEI'
-~ M
q= —; Tento moment odpovidd prithybu na

@ _ @ ‘ M, konci nosniku.
=

EI Obdobné
(#1)-(w) 7 —qr =y ML
EI EI
M, I’ , , . -
w " Vysledna hodnota prihybu a potoceni
2E1

o~ M, = M,
Obr. 5.26 — Pribehy vnitinich sil Wy =My =Zprs @ =V =T
na skuteéném i fiktivnim
nosniku

Nosniky proménného prifezu

Urceni ptetvofeni nosnikll s proménnym prifezem je sloZzitéjsi tlohou, nebot
moment setrvacnosti je funkci soufadnice x, tedy I, = I, (x) a integrace dife-
rencidlni rovnice je komplikovanéjsi. Nékteré technicky vyznamné ptipady,
jako jsou nosniky s pfimkovymi ¢i parabolickymi nab&hy, byly vySetfeny a
tabelovany.

Nosniky s ndhlou prifezovou zménou, s prifezem po Usecich konstantnim je
mozné tesit obdobné jako v pripadé nosniku s konstantni ohybovou tuhosti.
Délku prutu je nutno rozdelit na fadu intervalll s konstantnim prifezem a na
rozhranich uzit podminky spojitosti.

Priklad:

Urcete pruhyb volného konce konzoly zatizené na konci silou F', je-li moment
setrvacnosti v pravé poloviné nosniku dvojnasobny oproti levému useku.
E = konst.

ReSeni:
Vy¢islime pribéhy vnitinich sil na skutecném nosniku. Dale vytvofime fiktivni
nosnik, ktery zatizime obracenou hodnotou momentového obrazce. Soufadnice

tohoto momentového obrazce jsou redukovany v jednotlivych ¢astech ohybo-
vymi tuhostmi, viz zatiZeni fiktivniho nosniku na obr. 5.26.

&)

)
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F
]
a C b e
| /2 ‘ 1/2 |
ﬂ
TN 2 P
@
) .
|
b

AN _
3FI (@ —
161,

Obr. 5.27 — Pribehy vnitinich sil

na skuteé¢ném i fiktivnim
E nosniku
9 r r
E‘ 5.3  Kontrolni otazky

Vycislime standardnimi postupy
hodnotu momentu na fiktivnim
nosniku. Hodnota tohoto momentu

odpovida  hledané hodmoté
prahybu skutecného nosniku
w121
2E1, 2232
Fl l[l lj
+ — =+= |+
4E1, 2\2 4
FIl 111 21
+ ——|=+==|=
4E1, 22 2 32
3/4
FI’ |1 3 5| 3FP°
A4EI, | 6 8 24| 16El,
Prhyb volného konce
3FI’
w. =
“ 16EI,

1. Vysvétlete zadkladni ptredpoklady pro vypocet normalovych napéti

v priifezu.

2. Jak je definovan modul prifezu a jaky ma vyznam pii ndvrhu ohybané-

ho nosniku ?

3. Pro¢ se neméni délka vladken neutrdlni osy a jakych hodnot nabyvaji
normalova napéti od ohybu v téchto vldknech ?

4. Formulujte Grashofovy piedpoklady ze kterych se vychazi pti vypoctu

smyku za ohybu.

5. Popiste rozdil v pribézich smykovych napéti na masivnich a tenkostén-

nych profilech pfi ohybu nosnikd.

6. Jaky ma vyznam, aby zatiZeni plsobici na nosnik prochazelo stredem

smyku ?

7. 'V ¢em spociva podstata Clebschovy metody ?

8. Vysvétlete princip vypocti priahybli a pootoCeni metodou Mohrovy

analogie.
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6 Krouceni

Uvazujeme-li pfimy prut zatizeny krouticim momentem nebo dvojici sil, tak,
ze jedinou nenulovou slozkou vyslednice vnitinich sil je kroutici (torzni) mo- m
ment M, = K, potom miizeme hovofit o prostém krouceni.

6.1 Krouceni prutii kruhového a mezikruhové-
ho prirezu

Jednoduché¢ teSeni tlohy prostého krouceni lze ziskat v pfipadé namahani pti-
mého prutu kruhového popt. mezikruhového prifezu.

Obr. 6.1 - Prosté krouceni prutu kruhového prifezu

Pti odvozeni zakladnich vztahii se vychazi z téchto predpokladi:

1. stfednice prutu pted i po deformaci zGstava piima,

2. prlfezy prutu zlstavaji rovinné 1 po deformaci a vzajemné se od sebe
nevzdali,

3. jednotlivé prufezy se pootaceji jako tuhé desky.

Za téchto predpokladil, 1ze predpokladat, Ze nevznikaji v prifezech prutu po-
mérné osové deformace &, resp. normalova napéti oy (& = 0; o, = 0). Ze tietiho
predpokladu lze urcit velikost zkoseni libovolného useku délky dx, resp. tseku
mezi body AB leziciho na podélném vlaknu ve vzdalenosti p od stfednice (sek
dx lezi uvnitt prutu ne na jeho povrchu). Pfi pooto€eni prifezu x o obecny thel
@, se prifez x+dx pootoci o thel ¢, +d@,, resp. body 4 a B se posunou do no-
vych poloh 4” a B, a tak dojde ke zkoseni plivodné pravouhlého prvku ABCD.
Velikost zkoseni je

7:%:,09, (6.1)
dx
kde
do
0=—<. 6.2
e (6.2)

se nazyva pomérny tthel zkrouceni [m™'] a vyjadiuje intenzitu zkrouceni.
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[«

B

S vyuzitim Hookeova zdkona ve smyku lze urcit smykové napéti 7. Tedy plati
=Gy =Gpb. (6.3)

Smykové napéti v tomto ptipadé ma vzdy smér kolmy k privodici, tj. smér
odpovida roviné zkoseni.

max

Obr. 6.2 - Smykové napéti od krouceni v kruhovém a mezikruhovém priiezu

Ke stanoveni pomérného uhlu zkrouceni € je mozné pouzit podminku statické
ekvivalence, kde 7, je polarni moment setrvacnosti ke stfedu kruhu, resp. /; je
moment tuhosti v krouceni, ktery je v pfipadé kruhového prifezu totozny
s polarnim momentem setrvacnosti (/; = 1,).

M, =[prdA=[p(GpOHA=GO[ p*dd=Gél,. (6.4)
A A A

Pro obecngjsi vyjadieni je vhodné vyjadiit pomérny thel zkrouceni v zavislosti
na tzv. momentu tuhosti v krouceni 7, [m*], potom
dp, M

= =—=, 6.5
dx Gl (6:5)

V ptipadé kruhovych prifezt /,=1,.

Po dosazeni vztahu pro vypocet pomérného thlu zkrouceni & do vztahu pro
vypocet smykového napéti se ziskd vztah, ktery vyjadiuje tmérnost smykoveé-
ho napéti vzdalenosti od stfedu kruhu

T=—2p. (6.6)

M., (6.7)

Deformaci krouceného prutu, tj. pootoceni priifezu, ¢, v obecném misté prutu
1ze ziskat integraci podminky statické ekvivalence (6.5) pro vypocet pomérné-
ho thlu zkrouceni 6, ktera je diferencialni rovnici krouceni ptimého prutu

M
¢X=IG£ dx+C. (6.8)

Neznamou integracni konstantu C lze ur€it z podminky uloZeni, kde pootoceni
musi byt nulové. Ma-li pocatek prutu x-ovou soufadnici rovnou nule, potom
konstanta C je také rovna nule.
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Deformaci krouceného prutu ¢, v obecném misté prutu lze pro zakladni ptipad
pfimého prutu stalého prufezu (/; = konst.) zatizeného koncovym krouticim
momentem urcit pomoci vztahu

MX — MX — MX
0. (x)= I Gl dx = Gl dex = Gl X. (6.9)

Vzajemné pootoceni koncovych prafezi (tihel zkrouceni) se zjisti dosazenim x
=1

M

@ =—. (6.10)

Gl
Vztah pro vypocet thlu zkrouceni Ize pokladat za Hooketiv zakon pro zakladni
ptipad krouceni prutu. Je-li prut sloZzen z n€kolika useki, ve kterych je kon-
stantni: kroutici moment M,;, moment tuhosti v krouceni /,; a modul pruznosti
ve smyku G;, pak lze vzajemné pootoceni konct prutu definovat pomoci délek
ptislusnych usekt /; ve tvaru

“ ML
g = (6.11)
[ 1221: Gi]ti

6.2 Krouceni pruti masivniho nekruhového
prurezu

Vztahy odvozené pro krouceni kruhového popt. mezikruhového priifezu nepla-
ti pro ptipady krouceni obecnych prufezi, protoze neplati predpoklad o zacho-
vani rovinnosti prifezit — dochazi k jejich deplanaci, tj. poruseni rovinnosti.
Z hlediska branéni deplanaci prufezu lze rozdélit krouceni na:
e krouceni volné: deplanaci priifezli neni zabrdnéno, normalova napéti
o =0,
e krouceni vazané: deplanaci priifezii je zabranéno, normalova napéti
o, % 0.

Volné krouceni
Reseni volného krouceni vychazi z predpokladii:
1. pfi¢ny tvar prafezi se neméni,
2. kazdy priifez se otaci okolo stfednice prutu jako tuhy celek,

3. z diivodu nezabranéni deplanace nevznikaji v prifezu normalova napéti,
4. deplanace je shodna ve vSech prifezech prutu.

Pti odvozovani se vychazi z rovnic prostorové napjatosti télesa. Odvozeni vede
ke stanoveni Prandtlovy funkce napéti F(y, z), kterd ma na okraji priifezi nulo-
vou hodnotu. Pomoci této funkce lze vyjadrit slozky smykovych napéti

T, :8_F art, :—a—F. (6.12)
Yoz oy
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fez A-A ;F (»2)

N B smykové f,er
% e - [cary
4 |
M l r | \ /(T.\':
' A A Al A
rh i B Il et s o
a [N \’1 &
\ + J
B B

Obr. 6.3 — Smykova napéti v prutu obdélnikového prurezu

Prandtlova funkce napéti F(y,z) ptedstavuje plochu, kterd je umisténa nad pri-
fezem. Sklon této plochy v libovolném misté udava velikost smykovych napéti
v kolmém sméru. Vlastni tvar plochy lze ziskat experimentalné nebo pomoci
numerickych metod (MKP). Vrstevnice této plochy se nazyvaji smykovymi
¢arami. Mezi dvéma sousednimi ¢arami je smykovy tok (tj. vyslednd smykova

sila na jednotku délky) konstantni.

Pomoci Prandtlovy funkce napéti F(y, z) lze stanovit moment tuhosti

v krouceni /,, ktery je imérny objemu Prandtlova vrchliku. Plati

2
I =2 [F(y.2)JdA.
ool (v,z)

t
A

(6.13)

S vyuzitim prifezového modulu v krouceni W, lze jednoduse urcit extrémni

smykové napéti v prifezu, a to podle vztahu

=3 (6.14)
Pro obdélnikovy pritez o stranach b a 4 (b < h) plati
I, =ab’h, 6.15
f 619
W, =pb’h, (6.16)
kde a a b jsou soucinitelé, které 1ze interpolaci ziskat z tab. 6.1.
h/b 1,0 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7
a 0,1406 | 0,154 | 0,166 | 0,177 | 0,187 | 0,196 | 0,204 | 0,211
yij 0,208 | 0,214 | 0,219 | 0,223 | 0,227 | 0,231 | 0,234 | 0,237
h/b 1,8 1,9 2,0 2,5 3,0 5,0 10 0
a 0,217 | 0,223 | 0,229 | 0,249 | 0,263 | 0,291 | 0,312 1/3
yij 0,240 | 0,243 | 0,249 | 0,258 | 0,267 | 0,292 | 0,312 1/3

Tab. 6.1 - Soucinitelé pro vypocet priifezovych charakteristik 7, a W,

obdélnikového priifezu
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6.3 Volné krouceni tenkosténnych pruti ote-
virenych prirezi

Tenkosténné prifezy jsou prifezy, jejichZ tloustka ¢ (stojiny t,, pasnice )
vzhledem k ostatnim rozmériim prifezu je vyrazné mensi (¢, t,, tr << b, h). Pti
vypoctu tenkosténnych otevienych prifezii se predpoklada, ze ptficny fez se
skladd z kone¢ného poctu protahlych obdélnikovych c¢asti. Moment tuhosti
v krouceni /; a prifezovy modul v krouceni W, lze vyjadfit s pfihlédnutim
k tab. 6.1 (b/h=t/h =, = b =1/3) ve tvaru

- detail A I :%ﬁh ©6.16)  (6.17)
r
Il — L
W =—t’h=". 6.18
AP (= h=" (6.18)
¥ -~ T nax
i
TL( r Uvedené vztahy plati i pro ptipad za-
1] e kiivené stiednice. Vyskou /4 potom ro-
L}J‘ zumime délku stiednice.
Moment tuhosti v krouceni 7, v ptipadé
prufezu slozené¢ho z n dil¢ich obdélni-
4 kovych useki 1ze vyjadfit ve tvaru

Obr. 6.4 — Rozdéleni napéti ve st€né [ ooty s 6.19

tenkosténného profilu e =1 g; t _Eg;t i (6.19)
kde 7 je korek¢ni soucinitel charakterizujici vliv skute¢ného poméru #/4, zaob-
leni prifezii v misté styku stojiny s pasnici atd. Korek¢ni soucinitelé jsou uve-
deny v tab. 6.2.

Obr. 6.5 — Priklady tenkosténnych profild otevieného pritezu

K nalezeni extrémni hodnoty smykového napéti 1ze pouzit prifezovy modul
v krouceni ;. Extrémni napéti vznikne v ¢asti, s nejvétsi tlouStkou, takze pri-
fezovy modul v krouceni je minimalni

Wo=W =t (6.20)

Uvedeny vzorec neplati pro mista spojeni jednotlivych stén, v mistech prudké
zmény tloustky apod.
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Prifez ocelového nosniku n

Uhelnik 1,00
Vialcovany I profil 1,20
Vilcovany U profil 1,12
Svarovany I — prifez s vyztuhami pfivatenymi k pastim a sténé 1,50
Svatovany T — priifez s trojihelnikovymi vyztuhami 1,40
Nytovany I — priifez, pasy z ptirub thelniki a z pasnic 0,50

Tab. 6.2 - Korek¢ni soucinitelé 77 podle Ruteckého

6.4 Volné krouceni pruti tenkosténnych uza-
virenych prirezi

Rozlozeni smykovych napéti u tenkosténnych uzavienych prifezl je znacné
odli$né od rozlozeni v ptipadé tenkosténnych otevienych prifezd. Je-li tloust-
ka stén ¢ uzavienych prifezii mala, ve srovnani s ostatnimi rozmeéry, lze pred-
pokladat konstantni rozdéleni napéti po tlouStce st€n. Smér piisobeni smyko-
vych napéti je te€ny k obrysu prufezu.

Z
Obr. 6.6 — Krouceni tenkosténného prutu uzavieného prifezu

Vyslednice smykovych napéti v libovolném fezu, tzv. smykovy tok Q, je kon-
stantni podél stfednice uzavien¢ho tenkosténného prafezu.

Q=1t, =1,t, =7, (s)(s)=konst. (6.21)
Hodnotu smykového toku Q lze urcit z podminky rovnovahy
T,t,dx—1,t,dx=0, (6.22)

Mezi krouticim momentem M, a smykovym tokem Q existuje zavislost, kterou
lze ziskat integraci momentovych silovych U¢inkidi podél uzaviené stfednice
prafezu.

M, ={dM  =§Qrds=Qrfds=0-24,. (6.23)
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a Ay je plocha prifezu ohranicend stfednici prafezu. Pomoci plochy A; lze
vztah pro vypocet smykového napéti vyjadrit ve tvaru

T =T, (s): 2 = _9_ . (6.24)
t(s) 2Akt(s)
Z rovnice vyplyva, Ze maximalni smykové napéti vznikne v prifezu
s minimalni tloustkou #(s) = ¢,,. Potom lze prifezovy modul v krouceni uza-
vieného prarezu W, zapsat ve tvaru:

W =24t ., prvni Bredtiiv vzorec. (6.25)
Moment setrvacnosti prufezu v krouceni /; (Bredtova tuhost v krouceni) lze
odvodit pomoci posunil bodu lezicich na stfednici priifezu a ma tvar
M, 44;
]l‘ = = ,
GO fﬁ

s t(s)

Pti vypoctech se velmi ¢asto pouziva upraveny vztah, ve kterém se integral po
kiivce s nahrazuje souctem podili délek, resp. vysek, obdélnika 4; na které je
pticny fez rozdélen a jejich tloustek ¢,

druhy Bredttv vzorec. (6.26)

2
I = jgé = ffi; . (6.27)
=48

1

6.5 Kontrolni otazky

1. Jaky je rozdil mezi volnym a vdzanym kroucenim ?

2. Jaky je rozdil ve vypoctu momentu tuhosti v krouceni u masivniho a
tenkosténného priurezu ?
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7 Z.aveér

7.1  Shrnuti

Ctenat se m¢l moznost v tomto modulu seznamit se ctyfmi zakladnimi ptipady
namahéni ptimého prutu.

V kapitole pojednavajici o prostém tahu a tlaku byly definovany pojmy norma-
lové napéti v tahu a tlaku, deformace a posunuti. Za inZzenyrskych predpoklada
jsou odvozeny zakladni vztahy pro napéti a pomérnou deformaci a posun pru-
fezu. Na elementarnich piikladech bylo ukazano jak tyto veli¢iny vy¢islit. Cast
této kapitoly se zabyva ndvrhem a posouzenim prifezu prutu. Déle je pojedna-
no o vycisleni vnitinich sil a posunuti bodi slozené konstrukce.

V kapitole zabyvajici se prostym smykem jsou zavedeny pojmy smykového
napéti a smykovych deformaci. Na elementarnich ptikladech bylo ukazano jak
tyto veliCiny vy¢islit.

V nejvice rozsahlé kapitole vénované prostému ohybu a smyku za ohybu se
objevuji pojmy napéti od ohybu a opakované s vétsi presnosti napéti od smyku.
Na zéklad¢ hypotéz jsou odvozeny zakladni vztahy pro vypocet napéti od ohy-
bu a pomémych deformaci. Cast této kapitoly je vénovana navrhu a posouzeni
prifezu. Je definovan pojem priifezovy modul. Je nastinéna teorie zabyvajici se
rozdélenim napéti od smyku v masivnich a tenkosténnych prutech. Je defino-
van pojem stfed smyku (ohybu). Dale nésleduje odvozeni diferencialni rovnice
ohybové Cary. Podrobn¢ na mnoha ptikladech je uveden postup vypoctu pri-
hybu a pootoceni prifezu nosniku metodami piimé integrace nebo metodou
analogie diferencialnich rovnic.

Piipad prostého krouceni je popsan v posledni kapitole. Jsou zde zavedeny
pojmy vztahujici se k prutim masivniho jak kruhového tak i nekruhového pri-
fezu. UrCuje se smykové napéti a Uhel pootaeni prifezll. Je dana definice
momentu setrvaénosti v krouceni a prifezového modulu v krouceni. Cast je
vénovana krouceni tenkosténnych otevienych a uzavienych prufezi. Vycisluje
se opét moment setrvacnosti v krouceni a priafezovy modul v krouceni.

Pochopeni a osvojeni si znalosti tohoto modulu je nezbytné pro dalsi studium
trettho modulu, ktery je vénovan specidlné definovanym piipadim slozené¢ho
namahani a teorii vzpéru.
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